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“Liquid Crystals are beautiful and mysterious.
| am fond of them for both reason.”
Pierre Gilles De-Gennes

“Non nobis, Domine, non nobis, sed nomine
Tuo ad gloriam”
S1115,1



RESUMO

Os cristais liquidos do tipo nematico apresentam diversos defeitos na configuracéo
das suas moléculas, que fazem com que a luz seja desviada na proximidade dos
mesmos. Um dos motivos da importancia do estudo do comportamento da luz em
tais estruturas reside na semelhanca que os defeitos em nematicos possuem com
defeitos cosmoldgicos, permitindo que experimentos sejam realizados com o cristal
liquido, a fim de estudar fendmenos cosmoldgicos inacessiveis.Para se obter as
trajetorias da luz foi usada a métrica dos cristais liquidos neméticos, obtida na
literatura, e que foi calculada usando a generalizacdo do principio de Hess que
afirma que as propriedades anisotropicas dos cristais liquidos podem ser obtidas a
partir da deformacéo das moléculas de liquidos ordinarios. As equacdes diferenciais
foram obtidas a partir da equacdo geodésica e suas solucdes, as trajetorias de luz,
foram plotadas juntamente com os seus defeitos. O comportamento da luz foi
analisado levando-se em conta o tipo de defeito e os parametros microscopicos
envolvidos.

Palavras-chave: Cristais Liquidos.Nematicos.Defeitos.



ABSTRACT

Nematic liquid crystals shows several defects in the configuration of their molecules
that make the light to be deflected close them. One reason for the importance of this
study lies in the similarity that defects in nematic have with cosmological defects,
allowing experiments are performed with the liquid crystal in order to study
inaccessible cosmological phenomena. To get the light paths was used the metric of
the nematic liquid crystals, obtained in the literature. This metric was calculated using
the generalization of Hess principle which states that the anisotropic properties of
liquid crystals can be obtained from the deformation of the molecules of ordinary
liquid. The differential equations were obtained from the geodesic equation and its
solutions, the trajectories of light, were plotted along with its defects. The behavior of
light was analyzed considering the defect type and the microscopic parameters
involved.

Key-words: Liquid Crystals. Nematics. Defects.



Lista de Figuras

Figura 1- Fases MeSOMOITICAS.........ccuuiiiiiiiiiiiiiiieeet et e e 15

Figura 2- Representacao esquematica da ordem molecular dos cristais liquidos.
Disponivel em < http://www.fsc.ufsc.br/~bechtold/LSA/Pesq/crist-lig/pesg-crt-lig.html
>, ACESSAU0 €M 22/LL/20D2....ceeeeeeeeee e 17

Figura 3- Molécula Calamitica. Disponivel
em:<http://cftc.cii.fc.ul.pt/PRISMA/capitulos/capitulo3/modulo7/topico2.php>Acessad
0 em

P01 O PR 18

Figura 4- Molécula Discatica. Disponivel em:
<http://cftc.cii.fc.ul.pt/PRISMA/capitulos/capitulo3/modulo7/topico2.php> Acessado
M 24/05/20L2....ccceeeeeeeeeeee e ————————————————————aaaaaaan 18

Figura 5-Fases Nematica, Esmética A e Esmética C. Disponivel em: <
http://grpfm.upc.edu/investigacion/cristales-liquidos#cl3 > Acessado em:
017 2 0 PSR 19

Figura 6 - Fase Colestérica. Disponivel em
<http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/anisotropy/liquidcrystals.php >Acessado em:
P2 O SRR 20

Figura 7 - Representacdo de uma molécula anfifilica com formacé&o de micela.
Disponivel em < http://www.fsc.ufsc.br/~bechtold/LSA/Pesq/crist-lig/pesg-crt-lig.html
> ACESSAUA0 €M 22/LL/20L2....cuuueeiiiiiiiiiiiiee ettt e e 21

Figura 8- Grafico Parametro de Ordem vs Temperatura. Disponivel em <
http://web.media.mit.edu/~stefan/liquid-crystals/node2.html >Acessado em

LY I 0 T PPRRTRRROPPRR 23
Figura 9 - Representacdo de um vetor em eixos naoortogonais. Disponivel em<

http://www.hfleming.com/tensor.pdf > Acessado em 15/11/2012........cccceeveeereeennenne. 31
Figura 10 - Campo paralelo de vetores ao longo da curva C.............coevevriivvivinnnnnnn. a7
Figura 11-Tipos de Deformagfes em NemMALICOS. .......c.ccuuvieireeiiiiiiiiieee e 54
Figura 12 - Nematicos em uma geometria confinada..............cccccoevviiiiiieieininiiiieeneenn 56
Figura 13 - Textura SChIIEIeN..........oooo e eeeeaaeees 57
Figura 14- Orientacao do diretor ao redor de uma disclinagao...........ccccvvvvvveiiieeennnn. 59
Figura 15 - Orientacdo molecular na Vizinhanca de uma disclinagao........................ 60

Figura 16 - Disclinagdes perpendiCulares...........cccoovveeieeieiiiiiiieeeiies e 61



Figura 17 - Configuracdo mais realistica do diretor em uma disclinagéo................... 62

Figura 18- Relagao entre a configuragéo do diretor e texturas Schlieren.................. 62
Figura 19- Disclinagdes perpendiculares’.............c.ccoeeeveeeeeeeeveeeeeeeee e 63
Figura 20—Trajetorias da luz para k = -%2€ C = 0...uueeeeiiiiiiiiiiiiee e 73
Figura 21 - Trajetorias da luz para K =-1 € C = T1/2...ccceiiiiiiiiiiieeiiiee e 73
Figura 22 - TrajetOrias daluzpara K =% € C= T/ 4.t 74
Figura 23 - TrajetOrias da luz para K = -2 € C = T/ ....ccuviiiiiiiiiiiieeeeee e 74
Figura 24 - TrajetOrias daluzpara K =1 € C= T2 74
Figura 25 - Trajetorias da luz para varios valores de excentricidade......................... 75
Figura 26 - TrajetOrias da luz para varios valores do parametro de ordem................ 76

Figura 27. Analogia entre a trajetéria da luz em uma amostra nematica com defeito e
€M Um CampPO graVvitaCiONal..........coiiiiiiiieeeeee e e e e e e e e e e e s 77



Sumario

(@1 o 11 (1| o 00 SR 12
INTRODUGAO ......oomiieeiieeeeeees ettt e sttt s st s s et assssassenssessssnessnsaneseneas 12
CAPIIUID 2.ttt bbbt b et b ettt b et b bbb st b et naene e 14
CRISTAIS LIQUIDOS ...ttt sas s sasssassssssassassensssanenes 14
2.1 Breve Histéria dos Cistais LIQUIAOS ........cccerieieieieieescseseeeeeeee s 14
2.2 DefiniCA0 € ClasSIfiCACAD.........cuccveiieeee sttt st an e resreennas 16
2.3 Diretor € Par&Gmetro de OFO0EM .......cc.civeirieirieiieenicee ettt 21
(0T o 11 (0] [0 1 70 PRSI 24
ANALISE TENSORIAL ..ottt s st sss s sssss s ssssassnssssssessssassassssansssessnens 24
oL INITOTUGAD ...ttt ettt sb e bt n e et be e ne e 24
3.2 CONCEILOS PreliMINAreS .....c..ccvoiriieiiriiiesieieieiet ettt 24
3.3 Transformacao de COOrdenadas..........ccccveveriiiieiierieeiere ettt 26
3.4 Vetores e Tensores Contravariantes. INVarantes ...........c.coecveereineineninennenseseeeeene 27
3.5 Vetores e Tensores Covariantes. TENSOreS MISIOS ......c.cccecveieirerinenenienieieeeeeeseeene 28
3.6 INterpretacao GEOMELNCA . ........covreiereiriei ettt ettt 30
3.7 Operagdes Fundamentais COM TENSOIES........cccevirirerierierieieieeee sttt 31
T AN [Tor= T I IS U ] o1 = ox= To USROS 31
3.7.2 ProdULO EXIEINO ....cviuiitiiiiiieieietet ettt 32
T B 0] o1 = Vo> o J0U RO SRRRPRTR 32
3.7.4 Produto INTEIMIO c..ceeeiieieieeiee sttt s n e neens 33
3.7.5 Tensores SIMEtricoS € ANISSIMELIICOS ......c.cvueuerieuirieirieirieereeeeeeee s 33
3.7.6 Tensor Simétrico Conjugado (OU RECIPIOCO)........cccerverueieieieieeriesiesesieee e 34
3.7.7 LI dO QUOCIENLE......uietieieecteectee ettt ettt ettt eete et e ste e s abesaveeveebeebeesteesteesanesnneens 34

3.8 O TENSOI MELIICO ...ttt sttt 35
3.8.1 A formacédo de novos tensores por meio dos tensores fundamentais..................... 37
3.8.2 Magnitude de um vetor € &ngulo entre VELOreS ...........ccceevererieieninienineneeeeeseeseenes 38

3.9 A EQUAGEOD 08 GEOUESICA......cveuiveniieieieieteieie ettt sttt sttt sttt 38
3.10 Simbolos de Christoffel € Derivada Covariante.............c.coeceveererrieieneneneneeeeseseeeeee 41
3.11 Derivada intrinSeCa 0U @bSOIULA...........ccveirieiriiiiciicercc e 46
3.12 Formas Tensoriais do Gradiente, Divergente, Rotacional e Laplaciano ...................... 49
(@1 o 11 (0] [0 10 SRS 52
DEFEITOS EM CRISTAIS LIQUIDOS NEMATICOS ..ot eeseessesas s esses e 52

4.1 TEeONa EIASHICA CONIINMUAL ..o e e e e e et e e s e e e s aseeeeesaneeeeesaneeeeesane 52



4.2 DEFEILOS BIM NBIMALICOS ...cceieeeeeee et e e e e e e eeeesaseeee s e eeeesaneeeessaneneeesaneeessane 55

o R 1= 11 = o 1= LTSS SRR 56
4.2.2 DEFEITO PONTUAL....c..cieiieiieieeieeeeeee et 63
(0T o 11 (0] [0 1= TSR 64
A TRAJETORIA DA LUZ EM NEMATICOS COM DEFEITOS.......ooiueieieeeeeeeeevee e, 64
5.1 A Propagacao da Luz em MeioS ANISOtIOPICOS .......ccvevvirrieiierieeieieseeresreseeese e ene e sveennes 64
5.2 A Métrica dos Cristais LiquidoS NEMALICOS .........cccvvrererrerieieieieesese e 65
5.3 A Trajetoria da Luz ao redor de Disclinagfes em NematiCOS.........ocovvererenirenirieninnenenn 72
CAPIIUID Bttt b et b e b et b et b et e bbbt bbbt e 78
CONCLUSOES PERSPECTIVAS ...ttt ses e ses s ses s essssssssssasssssssssssasssssasssssasssssens 78
APENDICE A: Célculo das EQUACBES da TraetOria...........cvveveurieeereieeeeresesresesesesesiessssessenens 79
APENDICE C: Solugdo da equac&o da energia livre de Frank............ccccoceeueeereveeeneeeceeeeereennnns 85

2] ][0T | =1 = TS PPRURRN 87



12

Capitulo 1
INTRODUCAO

Ha substancias que ndo possuem uma Unica transicédo entre as fases sélida e
liquida, apresentando, simultaneamente, propriedades que sdo caracteristicas
especificas de ambas as fases citadas. Essa fase é denominada cristal liquido (CL)
e grande numero de substancias, geralmente orgéanicas, apresentam tal
comportamento. Uma das fases cristal liquido € chamada nematica (N) e é
caracterizada por suas moléculas apresentarem ordem orientacional mas nao

posicional

Os cristais liquidos possuem uma diversa gama de aplica¢des tecnoldgicas
(displays para relogios e computadores, janelas inteligentes, termémetros,
cosméticos sé para citar algumas), principalmente por suas propriedades épticas® *
% 5 Além disso, podem ser utilizados também como laboratério para estudos da
Gravitagdo e da Cosmologia, pela semelhanca entre seus defeitos com defeitos

cosmolégicos® "8 °.

Ja em 1911,0 fisico francés Charles V. Mauguin discutiu a possibilidade de se
propagar luz através da estrutura helicoidal de um nematico torcido colocado entre
duas laminas de vidro com ranhuras perpendiculares entre si, quando vistas de uma
das laminas™. Ele percebeu que, em geral, luz incidente linearmente polarizada saia
da amostra elipticamente polarizada. Esse é o principio basico de funcionamento
dos displays de cristais liquidos (LCD’s). Estudos de o6ptica geométrica em CL
nematicos confinados em placas paralelas foram realizados por Kosmopoulos e
Zenginogloou™ 2. Joets e Ribotta®® consideraram o problema da propagacdo de
raios em meios anisotropicos e aplicaram aos nematicos, assumindo que 0s raios

14; 15

sdo geodeésicas. Satiro e Moraes estenderam o estudo anterior para o caso de

nematicos com defeitos de linha (disclinacdes).

Por outro lado, Hess e colaboradores® propuseram que as propriedades
anisotropicas de um cristal liqguido podem ser obtidas deformando o potencial de
moléculas  esféricas para que  assumam a forma  demoléculas
elipsoidais.Recentemente, Simdes, Campos e Barbato'’ generalizaram tal

aproximacéo para que fosse tomada como dependente da posi¢cdo e, no processo,
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obtiveram uma métrica induzida pela anisotropia elipsoidal. Posteriormente mostrou-
se que ha uma analogia entre essa teoria com a teoria da relatividade geral e que a

geometria do campo gravitacional pode ser simulada em uma amostra nematica®.

Neste trabalho, foi estudado como a luz se propaga em um meio nao
homogéneo — cristal liquido nemético — utilizando a aproximag&do geomeétrica para 0s
raios de luz, de maneira anéloga ao encontrado em ***°. Porem, j& parte-se de uma
métrica efetiva dos nematicos’’, que leva em conta suas propriedades
microscopicas. O uso dessa métrica traz vantagens quanto ao poder de
manipulacdo da trajetoria da luz pela variacdo de parametros microscopicos, além
de reafirmar a validade de tal métrica para os nematicos. Também fornece uma
Teoria Geral dos Nematicos para estudos semelhantes, ndo sendo necessario
calcular uma nova métrica efetiva para cada defeito encontrado como aconteceu nos

trabalhos anteriores.

Esta dissertacao foi assim organizada: primeiramente, no cap. 2, e visando
um conhecimento em tracos gerais do objeto de estudo, serdo apresentadas as

classificacOes e caracteristicas dos cristais liquidos, dando-se énfase aos nematicos.

No cap. 3 €é fornecida uma detalhada apresentacédo do Célculo Tensorial, com
a intencdo de familiarizar o leitor com o0s conceitos posteriormente trabalhados: o
gue sao tensores covariantes e contravariantes, o que é métrica, o que é a equacao

da geodésica etc.

O cap. 4 é dedicado a teoria Elastica do Continuo, em que sao estudados 0s
tipos de defeitos em nematicos, dando-se especial atencdo aqueles que serédo
utilizados para o estudo. E um capitulo de fundamental importancia para o trabalho,
uma vez que € sobre essa estrutura de defeitos que sera estudada o comportamento

dos raios de luz.

No cap. 5 sdo apresentados os desenvolvimentos das equacdes da trajetéria
e, a partir delas, os gréaficos obtidos. E nesse capitulo, também, que é apresentada,

brevemente, a métrica de Simdes.

O dultimo capitulo expbe as conclusdes e perspectivas do trabalho. Um
Apéndice foi incluido para detalhar os passos no desenvolvimento e resolucao das
equacdes e plotes de graficos, bem como outros desenvolvimentos que aparecem

ao longo do texto.
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Capitulo 2
CRISTAIS LIQUIDOS

Este capitulo faz uma retrospectiva histdrica concisa dos principais
desenvolvimentos tedricos acerca dos cristais liquidos. Apresenta a definicdo de
cristal liquido e classificacdo das mesofases liquido-cristalinas, dando especial
atencao a fase nematica. Introduz também, dois importantes conceitos referentes a

essa mesofase: o parametro de ordem escalar e o diretor.

2.1 Breve Histéria dos Cristais Liquidos

Em 1888, o botanico austriaco Friedrich Reinitzer,estudando um tipo de
colesterol retirado de plantas (conhecido atualmente como benzoato de colesterila),
percebeu que essa substancia sofria duas transi¢cdes entre a fase solida e a liquida.
A temperatura de 148,5 °C, a substancia tornava-se um liquido turvo, e & 178,5 °C,
tornava-se um liquido transparente®. Ele reportou o fato pra o fisico alemao Otto
Lehmann, o qual estudou a substancia usando um microscopio equipado com um
polarizador. Lehmann percebeu que o fluido turvo era um liquido homogéneo, mas
na presenca de luz polarizada se comportava como um cristal*®. Foi ele que cunhou

o termo “cristal liquido”, justamente por achar que fosse um cristal que fluia.

Seguidamente, o quimico alemdo Daniel Vorlander, ap0s estudar as
caracteristicas moleculares da substancia,conclui que a fase cristal liquido era mais
provavel ocorrer em substancias com moléculas lineares, i.e., moléculas com
elevada anisotropia na forma®. Isso explica por que a agua (nas CNTP), por
exemplo, ndo possui uma fase liquido-cristalina: sua molécula com dois hidrogénios
e um oxigénio pode ser aproximada a uma esfera. Esta descricdo das moléculas
como tendo uma forma de “bastbes”, juntamente com descricdes mais avancadas
das formas das moléculas, ainda sao utilizadas hoje para modelar muitas fases de

cristal liquido.

ApoOs a Primeira Guerra Mundial, pode-se dizer que foi a fase heroica no

desenvolvimento das ideias sobre os cristais liquidos. Muito embora um grande
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namero de substancias que exibiam comportamento liquido-cristalino tenha sido
catalogada e muitas de suas propriedades tenham sido estudadas, ainda ndo havia
uma teoria geral que explicasse o0 seu comportamento, nem uma classificagdo que
divisasse os diferentes tipos de comportamento. Dois trabalhos, o de Max Born
(1916) e Francois Grandjean (1917), foram um primeiro esforco nessa direcao.
Porém, a guerra ndo permitiu que eles penetrassem na linha de frente de pesquisa
dos cristais liquidos, pois a producdo cientifica nessa época foi temporaria e

parcialmente interrompida®*.

Em 1922, George Friedel introduziu o termo “materiais mesomorficos” para
designar os materiais que apresentavam fase liquido-cristalina, i.e., propriedades
entre os liquidos e os sélidos?. Ele também introduziu as classificacdes dos cristais

liquidos como nematicos, esméticos e colestéricos (Fig. 1).

A Fase amorfa ou isotrdpica

C Fase cristalina (uma ou muitas)

Figura 1. Esquema adaptado feito por Friedel??, apresentando sua classificacéo e as
respectivas caracteristicas de cada fase. A temperatura decresce de A para C.

Nos anos 1930s, Carl Oseen e Zdcher desenvolveram as bases de uma teoria
estatica para um modelo continuo do estado nematico, que permitia explicar, entre
outras, as singularidades (disclinacées) observadas nos nematicos?®%
Posteriormente, F. C. Frank reexaminou e apresentou a teoria de Oseen como uma

teoria elastica de curvatura, em que introduz as chamadas ‘constantes de Frank’ e

[ descontinuidade
F
a N Fase Nematica
s S
7 4. . s . \

e Noforma Nemdtica, estritamente N.forma Colestérica
S definida (sinal aparente -, sem poder de

(sinal +, sem poder de rotagao) rotagdo)
M
e ~ N
. Forma da mao-direita Forma da mao-esquerda
o (Reflexao da luz circularmente  (Reflexdo da luz  circularmente
" polarizada para a direita, habilidade para  polarizada para a esquerda, habilidade
5 rotacionar a polarizagdo para a direita para rotacionar a polarizagdo para a
) no limite de pequenos comprimentos de  esquerda no limite de pequenos
¢ onda) comprimentos de onda)
[ descontinuidade
c
a S Fase Esmética(sinal +, sem poder de rotacdo)
s \ descontinuidade
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chama a atencao para o que cada uma descreve: distor¢des ou curvaturas, que ele
chamou de ‘splay’, ‘bend’ e ‘twist’ *°. Finalmente, a formulacdo geral das leis de
conservagao e equacodes constitutivas, descrevendo o comportamento mecéanico da

26; 27

mesofase nematica, foi devido a Ericksen e Leslie®®.

O parametro de ordem escalar S = % <cos® © - 1>, foi introduzido por
Tsvetkov, em 1942; nessa expressado, 0 representa o angulo entre a molécula e o
eixo 6ptico, e os parénteses representam uma média sobre todas as moléculas®.
Esse trabalho representa um primeiro passo na direcdo de uma teoria molecular do
comportamento nematico, pois estabelece uma expressdo matematica para o grau

de ordem molecular dos cristais liquidos.

Wilhelm Maier e Alfred Saupe, em 1961, formulam pela primeira vez' uma
teoria microscopica estatistica relacionando a ordem orientacional de longo alcance
com as propriedades da fase nematica®” % %2, Esta é uma teoria de campo médio,
analoga a introduzida por Weiss para o estudo do ferromagnetismo. Neste modelo
supde-se que o efeito do ambiente anisotrépico sobre uma molécula pode ser
representado por um campo de orientacio média, do qual resulta um

pseudopotencial®.

Pierre G. de Gennes prop6s uma descricdo fenomenologica dos efeitos que
ocorrem proximo a temperatura de transicdo nematico-isotropico, com base na teoria
de Landau de transicdo de fase que ficou conhecida como Teoria Landau-de
Gennes**. Em 1991, ele ganhou o Prémio Nobel de Fisica, “por descobrir que os
meétodosdesenvolvidospara estudarfendmenosde ordemem sistemas simplespodem
ser generalizadosa formasmaiscomplexas de matéria, em particular aos cristais

liquidose polimeros™.

2.2 Definigéo e Classificagéo

Os cristais liquidos (CL’s) sdo uma fase da matéria que é intermediaria entre
a fase sdlida cristalina e a liquida isotrépica. Possuem propriedades de um liquido,

como fluidez e incapacidade de suportar cisalhamento, mas também possuem

'Uma teoria molecular de campo do estado nemético foi proposta, em 1916, por Max Born,
considerando o meio como um conjunto de dipolos elétricos permanentes e demonstrando a
possibilidade de uma transicdo de uma fase isotropica para uma anisotropica quando a temperatura é
diminuida. Porém, essa teoria ndo foi aceita, pois ndo é necessario dipolos permanentes para a
ocorréncia da fase liquido cristalina.
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propriedades tipicas de um sdlido, como anisotropia em suas propriedades opticas,

elétricas e magnéticas e certa ordem orientacional (Fig. 2).

Os tipos de CL’s que sédo observados dependem fortemente da estrutura de
suas moléculas ou grupos moleculares: as moléculas devem ser altamente
anisotropicas na sua forma. Por isso, sdo encontrados necessariamente em

compostos organicos, que permitem estruturas “alongadas” ou “achatadas™®.

Os CL’s séo classificados em mesofases, segundo seu grau de ordenamento
e simetria. Assim, as mesofases sdo caracterizadas pelos graus de liberdade que as
moléculas de CL apresentam, através das simetrias de translacdo e rotacao.
Portanto, as transicOes de fase ocorrem pela quebra na ordem posicional e/ou

orientacional das moléculas.

Cristal L.

TR
1l {1

Lioléculas o M -ti
ordenadas EEeEnLes rmatEns desorderadas

Figura 2. Representacdo esquematica da ordem molecular dos cristais liquidos
em comparacao com um sélido cristalino e um liquido isotropico. A temperatura
aumenta o grau de desordem

Quanto a maneira que sofrem transicao de fase, podem ser divididos em dois
grandes grupos: 0s termotropicos e os liotropicos. Os primeiros apenas sofrem
transicdo de fase por variacdo da temperatura. Ja os ultimos, o fazem também por

variacdo na concentracdo de seus componentes.

A grande maioria dos cristais liquidos termotrépicos sdo compostos por
moléculas com forma de “bastdo” (i.e., um eixo € muito maior que 0s outros dois),
denominados calamiticos (Fig. 3). S&o observadas nas fases nematica, esmética e
colestérica. H4 também mesofases formadas por moléculas com forma de “disco”,

chamadas de discéticas (Fig. 4), observadas nas fases colunares® *'.
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Figura 3. Molécula organica linear aproximada para um elipsoide, ou forma de
“bastdo”. Dimensdes tipicas sdo 20 A x 5 A. Moléculas deste tipo sdo
chamadas calamiticas.

Figura 4. Molécula organica nédo linear aproximadapara um disco, ou forma de
plaqueta. Moléculas desse tipo sdo chamadas discaéticas.

A fase nematica (N) é caracterizada por ter um alto grau de ordem
orientacional de longo alcance,i.e,0 eixo maior das moléculas tende a se alinhar a
uma direcdo preferencial. Porém, ndo apresentam grau de ordem posicional de
longo alcance. A direcdo preferencial geralmente varia de ponto a ponto no meio.
Essa direcao preferencial € descrita por um vetor unitario chamado diretor (Secéo
2.3). O campo diretor é facilmente distorcido e pode ser alinhado a campos elétricos,
magnéticos e por superficies. Quando colocadas entre placas de vidro e vistas com
microscopio 6tico, observam-se regides escuras, como “feixes”, que se encontram
em alguns pontos. Essas estruturas sao defeitos denominados disclinagbes (Secéo
4.2). Os nemaéticos termotrépicos possuem fluidez, sdo opticamente uniaxiais e
fortemente birrefringente’. Neste estudo, esta mesofase é a que sera utilizada,

devido a sua simplicidade.

Alguns compostos que apresentam a fase nematica sdo o PAA, o MBBA e 0
5CB. O primeiro cristal liquido nematico, o p-azoxyanisole (PAA), foi sintetizado por

Gattermann e Ritschke®, e resultados reportados em 1890: foi o primeiro cristal
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liguido baseado em uma substancia que ndo ocorria naturalmente. Ja o primeiro
cristal liquido nematico relativamente estavel a temperatura ambiente, o 4-
methoxybenzilidene-4-butylaniline (MBBA), foi sintetizado por Kelker e Scheurle®,
em 1969. Mas por varias razdes, nao foi considerado adequado para algumas
aplicacoes. Um exemplo de um material que apresenta fase nematica estavel a
temperatura ambiente € o 4-pentyl-4cianobifenil (5CB) foi sintetizado por Gray e

colaboradores “°. E usada em displays como nematicos “torcidos™.

A fase esmética é caracterizada por uma estratificacao, i.e., por uma estrutura
em camadas. Desse modo, esta mesofase possui uma ordem posicional de longo
alcance em uma dimensao. Essas camadas podem ter os mais variados arranjos.
No esmético A (Sp), por exemplo, as camadas estédo alinhadas na vertical em cada
camada. Ja no esmético C (S¢), cada camada esta inclinada em relacdo a vertical
(Fig. 5). Alguns (Sg, Sg, Sg, Sy e outros) possuem ordem posicional de longo
alcance tridimensional, embora com fraca interacdo entre as camadas. Também
possui fluidez, sendo mais viscosa que a fase nematica’. A fase nematica sempre

ocorre a temperaturas mais altas que a fase esmética®.

Figura 5. Representacdo das fases Nematica, Esmética A e Esmética C,

respectivamente.

A fase colestérica (ou nematica quiral), assim como a nematica, possui ordem
orientacional mas nado posicional de longo alcance. A diferenca € que a direcédo de
alinhamento das moléculas varia de uma maneira regular através do meio. Em
qualquer plano perpendicular ao eixo da torcdo o eixo maior das moléculas tende a
se alinhar em uma Unica direcdo preferencial. Porém, em uma série de planos
paralelos equidistantes, a direcdo preferencial rotaciona por um angulo fixo. A

distancia medida ao longo do eixo de tor¢do, em torno do qual a direcdo preferencial
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das moléculas rotaciona uma volta completa, € chamada “passo”(pitch) (Fig. 6). Um
nematico pode ser considerado como um colestérico de passo infinito. Essa
caracteristica helicoidal dos colestéricos da aos mesmos notaveis propriedades

Oticas, como polarizar circularmente luz visivel polarizada linearmente.

“Passo”

Colestérico

Figura 6. Macroestrutura helicoidal da fase colestérica ou nematica quiral.

Os CL’s liotropicos foram primeiramente observados em 1950 por Elliot e
Ambrose*?. S&o sistemas quimicos compostos por dois ou mais constituintes.
Geralmente, um dos compostos é anfifilico e o outro € um solvente, como a agua.
Um composto anfifilico (Fig. 7) sé@o caracterizados por possuirem uma parte
hidrofilica (soluvel em &agua) e uma parte hidrofébica (ndo solivel em agua).
Conforme a quantidade de solvente (dgua) € aumentada muitas mesofases sdo
obtidas®.

Assim como com os termotrépicos, define-se as mesofases de acordo com a
simetria das micelas. H& a mesofase chamada lamelar, onde a agua é
“sanduichada” entre as cabecas polares de camadas adjacentes (analoga a fase
esmeética); a fase hexagonal, na qual as camadas da fase anterior sdo enroladas em
cilindros; a fase nematica, semelhantes aos termotropicos mas com a diferenca de
poderem apresentar mesofases biaxiais (ou seja, ha uma ordem orientacional

tridimensinal) e ha a fase colunar, também semelhante aos termotrépicos. Apesar de
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tantas mesofases, ndo as discutiremos detalhadamente como fizemos com os

termotropicos. A ideia € dar apenas uma visao geral sobre os liotropicos.

Os CL’s liotropicos sdo frequentemente encontrados em nossa vida diaria.
Por exemplo, eles ocorrem durante a dissolucdo do sabdo e de detergentes. Os
produtos da atividade metabdlica como bile, urina e também o sangue, contém

substancias na fase liquido cristalina liotrépica®’.
Parte udrofili ca

LE H@\‘f\m
MICELA Parte hidrofibica

Figura 7. Esquema ilustrativo de CL’s liotropicos: moléculas anfifilicas
formando uma micela.

2.3 Diretor e Parametro de Ordem

Uma das caracteristicas das moléculas na fase cristal liquido € a ordem
orientacional de longo alcance. No entanto, a direcdo preferencial de orientacéo
varia de ponto a ponto no meio. Localmente, as moléculas flutuam em torno de uma
direcdo preferida e, para representa-la, € introduzido um vetor adimensional. Este
vetor € chamado diretor e é denotado por n. Entédo, o diretor € um vetor que esta

sempre alinhado a direcédo de orientacdo local média das moléculas.

Por simplicidade, é tomada a unidade para o seu médulo. Esta invariancia da
magnitude do diretor implica que as forcas externas e campos responsaveis por
deformacgdes elasticas, fluxo viscoso etc., sdo muito mais fracas que as interagoes
moleculares®. Os estados do diretor n e —n s&o indistinguiveis. Isto significa que se
for feito uma rotacdo de 180° no diretor, todas as propriedades fisicas dos cristais
liguidos nematicos serdo conservadas. Forcas externas e campos agindo sobre o

cristal liquido pode resultar em um movimento orientacional do diretor.
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E preciso introduzir, também, um pardmetro que mensure o grau de
ordenacdo das moléculas nesta mesofase,uma vez que a fase solida apresenta um
alto grau de ordenamento e a fase liquida ndo apresenta nenhum. Portanto, esse
parametro deve ser nulo na fase isotropica e ndo nulo na fase cristal liquido.Porém,
isso ndo define um parametro de ordem de uma Unica maneira. Em muitos casos a
escolha é feita de uma maneira natural. Por exemplo, para materiais
ferromagnéticos, o parametro de ordem é a magnetizacdo, que é a densidade de
momentos magnéticos médios. A anisotropia em algumas propriedades dos cristais

liquidos pode ser usada para se definir um parametro de ordem.

Os cristais liquidos nematicos (CLN) sdo usualmente nao ferroelétricos, i.e.,
na auséncia de um campo elétrico externo a polarizacdo € nula.Indicando por a o
eixo molecular maior de cada molécula, n é uma média estatistica das direcdes de
a. E uma vez que as diregcdes n e —n sdo completamente equivalentes, os materiais

nematicos sao tais que:
(n-a) = (cos@) =0 (2.1)

Em que (...) representam uma média sobre todas as moléculas e 6, o angulo
entre n e a. Naturalmente, a quantidade ((n - a)?) # 0 e pode ser usado para definir
um parametro de ordem, caracterizando a dispersdo de a em torno de n. A

quantidade
s=2[(m-a?) ~] 2.2)

E chamada parametro de ordem escalar. Na fase isotrépica, em que < (n-a)*> = 1/3,
S= 0. Na fase CLN perfeita, em que n = a, S = 1**. Assim, a quantidade S definida
acima pode ser utilizada para descrever o grau de ordem dos CLN’s, sendo que,
para esta ultima, tem-se que 0 < S < 1.

O parametro de ordem escalar é dependente da temperatura (Fig. 8). H& na
literatura algumas proposicoes que descrevem analiticamente essa dependéncia,
como a aproximacdo de Maier-Saupe®?, a aproximacao de Haller* e, recentemente,
uma generalizacdo da aproximacdo anterior, proposta por Chirtoc et al*®. A

aproximacédo de Haller & dada por



23

Em que B € um parametro que depende do material e T* é a temperatura de
transicdo nematico-isotropico (NI). Ela € valida para temperaturas que nao estao

muito proximas de T*.

E possivel também introduzir um tensor de simetria quadrupolar, contendo
todos os elementos de simetria da fase CLN. Esta quantidade é conhecida como

parametro de ordem tensorial, e é definido por*’:
3
Qi = ES(ninj — &;) (2.3)

Em que n; e n; séo as componentes do diretor e &; € o delta de Kronecker (Ver

Capitulo 3). Esse tensor é simétrico e possui traco nulo®’.

E importante ressaltar que os parametros acima definidos sdo validos para os

CLN'’s, uniaxiais, por que essa sera a fase estudada. Expressfes mais gerais para o

parametro de ordem tensorial podem ser encontradas em 3% %’

1.0

0.5 7

Parametro de Ordem

0.0
TE‘

Temperatura

Figura 8. Grafico qualitativo para um cristal liquido tipico. Tc € a temperatura
de transicgdo cristal liquido-isotrépico.
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Capitulo 3

ANALISE TENSORIAL

Este capitulo se destina a introducdo do estudo dos aspectos elementares da
Andlise Tensorial dando especial atencdo ao conceito de métrica e a equacao da
geodésica que serdo utilizados nos proximos capitulos. O estudo aqui apresentado é

muito semelhante ao encontrado em *% 4% %051,

3.1 Introducéo

Tensores foram introduzidos pelo professor Gregorio Ricci da Universidade de
Padua, Italia, em 1887, originalmente como uma extensdo dos vetores. Uma
quantidade que tem apenas magnitude é chamada escalar (possui apenas 3° = 1
componente) e uma quantidade com magnitude e direcdo € chamada vetor (possui
3! = 3 componentes). Porém, certas quantidades estéo associadas a duas ou mais
direcGes, tais quantidades sdo chamadas tensores (3" componentes). Um exemplo
classico € o tensor de stress(ou tensdo). Ele é uma medida da forca média por
unidade de area de uma superficie. Porém, a quantidade de “saida” (o tensor de
stress) possui duas direcdes possiveis: a normal e a tangencial, os vetores
ordinarios ndo conseguem descrever satisfatoriamente essa situacdo. O tensor de
stress foi 0 primeiro tensor a ser descrito e usado por cientistas e engenheiros. A
palavra tensor deriva do Latim tensus, significando tensédo ou estresse. Pode-se
definir e investigar escalares, vetores e tensores quando eles sao sujeitos a varias
transformacdes de coordenadas. Verifica-se que tensores tém certas propriedades
as quais sao independentes do sistema de coordenadas usado para representar o
tensor. Por esse motivo, 0s tensores sdo largamente utilizados em Mecanica,
Elasticidade, Relatividade Geral, Eletromagnetismo e muitas outras disciplinas em

Ciéncia e Engenharia.

3.2 Conceitos Preliminares

No espaco tridimensional retangular, as coordenadas de um ponto séo (X, Yy,

z). E conveniente escrever (x}, x%, x°) para (x, y, z). Em geral, as coordenadas de um
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ponto num espaco n-dimensional séo dadas por (x*, X%, x3,..., x") tal que o espaco é
denotado por V.

Considere a soma da série
S=ax* +a,x?+ -+ ax™ =Y, a;xt (3.1)
Usando a convencao da soma retiramos o sinal sigma e escrevemos como
noaxt = axt (3.2)

Isto € chamado Convencao de Einstein da soma: “Se um indice ocorre duas
vezes em um termo, uma vez na posi¢ao inferior e outra na posi¢céao superior, entao

isto implica uma soma sobre este indice num intervalo definido”. Se o intervalo ndo &
dado entdo assume-se que é de 1 an.

Qualquer indice que esta repetido em um dado termo é chamado indice

mudo. Ex.: Considere a express&o a;x em que i é o indice mudo. Ent&o,

aixt = a;xt + a,x? + -+ ax™ (3.3)

ajx) = ayxt + a,x% + - + apx™ (3.4)

Estas duas equacbes provam que

ajxj = a;x! (3.5)

Portanto, qualquer indice mudo pode ser trocado por outro com 0 mesmo
intervalo.

Qualqguer indice que aparece apenas uma vez em um dado termo é chamado

indice livre. Ex.: Na expressdo a!x',j é o indice livre.

O simbolo 5}, chamado Delta de Kronecker, é definido por

- 1,sei=j
| —
0 = {O, sei # j (3.6)

Analogamente, &; e &' sdo definidos como:

_(Lsei=j
Oy = {0, sei # j (3.7)
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y 1,sei=j
ij —
0 {O, sei #j (38)
O delta de Kronecker possui as seguintes propriedades:
I. Se x*, x?,..., X" sdo coordenadas independentes, entdo
dxt i
Também podemos escrever
dxt axk i
i, §!=61+682++6=1+1+-4+1-8 =n (3.11)
iii.  a¥s) =ak (3.12)
Em geral
a"jS,z = a6} +a?62 + -+ a*sk + .- + a5
als] = a'* (poisst =8¢ = =8F =0eff = 1)
iv. &) =6} (3.13)

3.3 Transformacéo de Coordenadas

No espaco tridimensional retangular, as coordenadas de um ponto s&o (x}, x?,
x®) em que x', x* e x> sdo numeros reais. Denotaremos essas coordenadas
simplesmente por X, em que i = 1, 2, 3. Similarmente, em um espaco n-dimensional,
as coordenadas de um ponto sdo n variaveis independentes (x*, X,..., X") em um
sistema de coordenadas X. Seja (¥!,x2 ,...,x") as coordenadas do mesmo ponto no

sistema Y.

Seja x',x2 ,....x" funcbes independentes unicamente definidas de x*, X2, ..., X", entdo

temos que
= x(xh %%, ., x); i =1,2,3,...,n (3.14)

Como foi suposto que as fungdes sao independentes e unicamente avaliadas,

0 jacobiano da transformacao é n&o nulo:
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ax! ax!

i i dx1 axn

it dxt A .
](;) =I5 = | il #0 (3.15)

axm axn

dx1 axm

E podemos inverter a relacdo (3.14):
xt = xi(x4, %%, ...,¥Y); i=1,23,..,n (3.16)

As Eg. (3.14) e (3.16) sao ditas serem as transformacdes de coordenadas de

um sistema no outro.

3.4 Vetores e Tensores Contravariantes. Invariantes

Seja (x}, %%, ..., x") ou x' as coordenadas de um ponto em um sistema de

coordenadas X e (¥!,x? ,...,x") ou k' as coordenadas do mesmo ponto no sistema Y.

Sejatambém A',i=1, ..., n, n funcdes de coordenadas x*, X%, ...,x" no sistema
X. Se as quantidades A' sdo transformadas paraA’ no sistema de coordenadas Y de

acordo com:

_. Fl . , Jj -
A== Woud) =2 A (3.17)

axJ
Entdo A' séo chamadas componentes de um vetor contravariante.

Um exemplo de vetor contravariante € o deslocamento infinitesimal.
Considere um ponto P de coordenadas x (i = 1,2,3)e um ponto vizinho Q de
coordenadas x' + dx' no sistema X. Esses dois pontos definem um deslocamento
infinitesimal P_Q> descritas pelas 3 componentes dx'. No sistema de coordenadas Y,
essas componentes sdo dx‘. As componentes de ﬁ)) nos dois sistemas conectam-

se pelas equacoes:

d_l_axld 1+axld 2+axld 5
X ~ Ox? X 0x2 X dx3 x
_ 9x? dx2 9x2
d 2=a—§1dx1+$d 2+$dx3 (3.18)
dx3 di3 03
dx3 = —dx' + —dx? + —dx3

ox1 0x? 0x3
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Ou entdo, de maneira mais compacta, usando a convencao de Einstein:

. it .
dil = = dx’ (3.19)
Que é a lei de transformacdo de vetores contravariantes. Entdo dx‘s&o

componentes de um vetor contravariante.

Prosseguindo, pode-se definir entes da classe contravariante que apresentam

caracteristicas mais complicadas que o vetor contravariante.

Seja Al (i, j = 1, 2, ..., n) n? funcBes das coordenadas x*, X%, ...,x" no sistema
de coordenadas X. Se as quantidades A’ sdo transformadas para A” no sistema de
coordenadas Y, tendo coordenadas x!,x? ,...,x", de acordo com

P oxt ax) Kkl

AY = 5l (3.20)

Entdo A! sdo chamadas componentes de um tensor contravariante de rank

(ou ordem) 2 (n* componentes).

Agora indo na direcdo oposta, nota-se que um vetor contravariante € na
verdade um tensor contravariante de rankl (n® componentes) e isto sugere a

existéncia de um tensor contravariante de ordem zero (n°= 1 componente).

Uma funcéo ¢(x1,x2, ...,x™) é chamado invariante ou escalar se seus valores

originais ndo mudam sob uma transformacdo de coordenadas de x*, x?, ....x" para

1 52 v O
WX X, Le.,

Xl

et x?, ..., x™) = (&L, %%, ..., x™) (3.21)

Por exemplo, A'B; é um escalar.

3.5 Vetores e Tensores Covariantes. Tensores Mistos

Seja Al(i = 1,2,...,n) n funcdes de coordenadas x*, x4, ...,x" em um sistema de
coordenadas X. Se as quantidades A; sdo transformadas para 4;, no sistema de
coordenadas Y, de acordo com

—~  oxJ 0%

dxt
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Ent&o, A; sdo chamadas componentes de um vetor covariante.

Como exemplo, considere uma funcao escalar ¢ (x}, x%,....x"), entdo:

— 0 — n
~ 0x? Jx2 dxm Ox

dp _ dp 0x' O 0x? dp dx™
0x'  0x10x!  0x2 9x! dx™ 9x!

dp _ d¢ dxJ . axJ dgp
xt  dxJoxt  axiaxi

(3.23)

Nota-se que essa lei de transformacgéo se assemelha muito com a de vetores
contravariantes, porém, as variaveis x' e %! aparecem em lugares trocados nas

derivadas. Essa € a lei de transformacao de vetores covariantes.

Agora seja A; (i, j = 1,2,...,n)n* fungdes das coordenadas x*, x% ...x" no

sistema de coordenadas X. Se as quantidades A; sdo transformadas para 4;;, de
coordenadas x!,x2,...,x™ no sistema Y, de acordo com:
. dxk ox!

Aij = 57 @Akl (3.24)

Entéo,A; sdo chamados componentes de um tensor covariante de rank (ou

ordem) 2.

Os invariantes também podem ser considerados como tensores de rank O e

0s vetores covariantes, como tensores de rank (ou ordem) 1.

Uma vez definidos os tensores contravariantes e os covariantes, nao é dificil
definir tensores com carater tanto contravariante quanto covariante: sdo 0s

chamados tensores mistos.

Seja Ai(i,j = 1,2, ...,n) n*fungdes das coordenadas x*, x°, ....x" no sistema de
coordenadas X. Se as quantidades A]"- sdo transformadas para A¢, de coordenadas
x!,x%,...,x™ no sistema Y, de acordo com:

; _ oxtoxt

Al

1= axkawi (8:29)
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Entao, A]"- sdo chamados componentes de um vetor misto de rank (ou ordem)

2. O delta de Kronecker € um bom exemplo de tensor misto de ordem 2:

< oxt  0x' ax! axk

i T 9%)  0xk 0x) ox!

—. 9%l 9x! K
jl = mﬁ 51 (3.26)

Os tensores contravariantes sempre serdo denotados por indices superiores
(sobrescrito) enquanto que tensores covariantes serdo denotados por indices
inferiores (subscrito). Assim como tensores de rank 1 podem ser visualizados como
vetores, tensores de rank 2 podem ser visualizados como matrizes n x n, no espago

n-dimensional.

No espaco tridimensional, um tensor de rank N (N indices) possui 3
componentes. Em um espaco n-dimensional, um tensor de rank N (N indices) possui
n" componentes. Como neste trabalho n&o sera utilizado a extensado da definicdo de
tensores contravariantes e covariantes para ordens superiores a 2, sugere-se a

leitura da referéncia “8.

3.6 Interpretacdo Geométrica

Um mesmo tensor pode ser representado por suas componentes
contravariantes ou covariantes, como sera visto logo mais. Para se ter uma
intuicdogeométrica do que significa contravariancia e covariancia, considere um

tensor de rank 1, ou seja, um vetor. Por simplicidade, o vetor estara no plano.

a0 T T

Figura 9. Representacdo de um vetor em eixos ndoortogonais. (x*, x°) séo as
componentes contravariantes e(x;, X,) sdo as covariantes.*
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Quando se utilizam bases ndo ortogonais para representar um vetor nota-se

gue ha duas maneiras diferentes de fazé-lo: por projecdes ortogonais e projecdes

paralelas (Fig. 8). As componentes do vetor OP formadas pelas projecdes paralelas,

! %%, sdo chamadas componentes contravariantes e denotadas por indices

(x
superiores. Ja as componentes formadas pelas projecdes perpendiculares, (X1, X2),
sdo chamadas componentes covariantes e denotadas por indices inferiores.
Obviamente, num sistema de coordenadas ortogonal, essas duas projecoes
coincidem, i.e., as componentes contravariantes e covariantes séo iguais (Secéo

2.8.1).

Mas por que, entdo, ndo chamar essas componentes de “componentes
paralelas” e “componentes ortogonais™ O significado dos nomes contravariante e
covariante, ttm a ver com a maneira com gue 0S componentes variam sob uma
transformacdo da base. As componentes de um vetor contravariante (tais como
vetor posicdo e suas derivadas) se transformam de maneira oposta ao eixo de
coordenadas, ou seja,contra variam para compensar a transformacao (uma vez que
uma quantidade vetorial independe do sistema de coordenadas). J& as componentes
de um vetor covariante (tais como o gradiente de uma funcdo escalar) se
transformam da mesma maneira dos eixos de coordenadas, ou seja, variam com a

base para compensar a transformacao.

3.7 Operagdes Fundamentais com Tensores

O que segue sdo algumas importantes operagdes com tensores as quais sdo

utilizadas para derivar equacdes especiais e provar varias identidades.

3.7.1 Adigéo e Subtragéo

Dois tensores de mesma ordem e tipo podem ser somados ou subtraidos,

resultando em outro de mesma ordem e tipo. Assim, se A{Fj e B{‘jdenotam dois

tensores mistos, as grandezas Si"j e Di"j sao definidas por

Sk = A, + BfseDfs = Af; — B (3.27)
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k k

sdo a soma e a subtracdo de A;; e Bjj, respectivamente.E facil provar que as

quantidadessS}; e DfSacima séo tensores.

3.7.2 Produto Externo

Através da multiplicacdo de cada componente de um tensor de ordem m por
cada componente de um tensor de ordem n obtém-se 0s componentes de um tensor

de ordem m + n chamado produto externo (ou produto direto) daqueles tensores.

Por exemplo, o produto externo dos tensores U/ e W™ é o tensor T/™ =
Ui"ll/l/jm, gue é um tensor misto de ordem cinco. A seguir, um produto externo de

tensores covariantes e contravariantes resultando em outros tensores covariantes e

contravariantes, respectivamente

Tije = UjjWy, TYK =yiwk (3.28)

3.7.3 Contragéao

A Contracdo de um tensor misto qualquer € feita igualando-se um indice
covariante a um indice contravariante e somando em relacdo a este indice
(convencao de Einstein), assim formando um tensor cuja ordem € duas unidades a
menos que a do tensor original. Por exemplo, do tensor misto de 42 ordem Ti’}l,

igualando os indices i e k, obtemos o tensor misto de 22 ordem:
T =T/} (3.29)

E deste, com uma segunda contracédo (igualando j e I), obtemos o tensor de ordem

Zero.
T=T =T} (3.30)

Acima, apés as contracdes, 0s tensores resultantes, mesmo sendo, em geral,
diferentes do tensor original, continuam denotados pela letra T: a distincédo é feita

através dos indices.

O resultado da contracdo também possui carater tensorial.
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3.7.4 Produto Interno

Consiste numa combinagdo do produto externo com a contragdao. Por
exemplo, dados os tensores Uijk e W}, podemos formar o produto externo Uijle’,; e
depois contrair os indices i e n para obter o produto interno Ul.jle‘;n daqueles

tensores. Fazendo agora k = m obtemos um outro produto interno: U{"W{}c.

3.7.5 Tensores Simétricos e Antissimétricos

Um tensor é dito ser simétrico em relacdo a dois indices contravariantes ou
covariantes se forem iguais os dois componentes que se obtém pela troca dos dois
considerados; neste caso, o proprio tensor € dito simétrico. Assim, se

TJ* =T/ (3.31)

lm

Para todas as combina¢Bes dos indices i e j entdo o tensor € simétrico pois

apresenta simetria nesses indices.

A simetria € uma propriedade que independe do sistema de referéncia. Para
um tensor T', segue que:
0x' 0%) ey _ 0%! 0%) e _ 9% 0%

= — Kkl _ Fji
dxk oxt w dxlaxk w dx!laxk T - r (3.32)
(a) (b) (C)

Tii =

em que na passagem (a) sdo trocados os papéis das letras k e |, na passagem (b) é
usada a simetria de T' e na passagem (c) é usada a definicio de tensor

contravariante de ordem 2 (Eq. 3.20).

Um tensor € dito ser antissimétrico em relacéo a dois indices contravariantes
ou covariantes se os dois componentes que se obtém pela troca dos dois indices
considerados sdo nulos ou diferem apenas no sinal; nestes caso, o préprio tensor é
dito antissimétrico. Assim, se

T =~ (3.33)

Im

Para todas as combinac¢Ges dos indices i e k entdo o tensor € antissimétrico

pois apresenta antissimetria nesses dois indices.
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Em quatro dimensdes, observe que, dos 16 componentes do tensor
antissimétrico T', os quatro componentes T' (sem somatério) sdo nulos; os 12
restantes, quando ndo nulos, sado iguais em médulo e de sinais contrarios aos pares,
de modo que, genericamente, apenas seis componentes sao independentes.
Analogamente, de maneira genérica, tensores antissimétricos de terceira ordem T
tem somente quatro componentes independentes, enquanto o tensor antissimétrico
T* tem s6 um. Ndo ha tensores antissimétricos de ordem superior a quatro em

guatro dimensdoes.

E importante notar que simetria ou antissimetria refere-se apenas a dois

indices contravariantes ou dois indices covariantes. Assim, ndo dizemos haver
simetria quando Tl.f = Tji; tal relagcdo, em geral, ndo se transmite de um sistema de

coordenadas para outro.

3.7.6 Tensor Simétrico Conjugado (ou Reciproco)

Considere um tensor simétrico covariante A; de ordem 2. Seja d o

determinante |A; | com os elementos Aji.e., d =] Aj|ed #0.
Seré definido A" por:

;s CofatorA;jdodeterminante |A;; Biji
AU = J JI U
d d

(3.34)

A! & um tensor simétrico contravariante de ordem 2, o qual é chamado tensor
conjugado (ou reciproco) de A;.
Pode ser demonstrado que da definicdo acima temos que: *®

3.7.7 Lei do Quociente

Por esta lei pode-se testar se uma dada quantidade € um tensor ou ndo. Se
um produto interno de U com um tensor arbitrario for um tensor, entdo U sera

também um tensor. Esta € a lei do quociente.
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3.8 O Tensor Métrico

Em coordenadas cartesianas (X, Yy, z), 0 quadrado da distancia entre dois

pontos infinitesimalmente préximos é:
ds? = dx? + dy? + dz? (3.36)

No espaco n-dimensional, dizemos que as coordenadas ¥’ s&o cartesianas se
0 quadrado da distancia entre dois pontos infinitesimalmente proximos P(x)eP(x +

dx) € dado pela férmula Pitagorica:
ds? = dx*dx*(k = 1,2,..,n) [x*:coord.cartesianas] (3.37)

A equacdo acima € a extensdo natural da Eq. (3.36) para espa¢cos com mais
de trés dimensdes. Escrevendo esta equacgdo em coordenadas x' genéricas, o qual é
feito substituindo dx* = (0x¥/dx")dx!, obtemos uma forma quadratica dos
diferenciais das coordenadas em sua expressdo mais geral, denominada forma

fundamental ou forma métrica (ou simplesmente métrica):

ds? = g;;dx‘'dx’ (3.38)

Em que
i(x) = ox" 0% [X*: coord. cartesianas] 3.39
9ij ~ 9xt 9xJ ' ' (3:39)

E o chamado tensor métrico ou tensor fundamental do espaco. Sera
demonstrado que gj, de fato, se transforma como um tensor covariante de ordem 2,
pois, sob a mudanca de coordenadas x' para X! (¥' séo cartesianas), temos que:

(x) = oxkoxk  axk ax™ axFox™ _ ax™ax™ ox* ax* _ 9x™ ax" - (%) (3.40)
9ij = oxiox]  9x™ ox! 0k" 0x)  ox! ox) 9™ 9z oxt ax) Imn '
e
Imn(X)

Logo, ds?, sendo o produto dos tensores no 2° membro da Eq. (3.36), também
€ um tensor. um invariante, no caso, como era de se esperar, uma vez que a
distancia entre dois pontos ndo deve depender das coordenadas utilizadas no seu
calculo. O tensor métrico € um tensor simetrico, ou seja, gj = gji. As demonstragdes

de que (3.37) € um invariante e g; € simétrico podem ser encontradas em”®.
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Entretanto, existem “espacos” onde ndo é possivel introduzir um sistema de
coordenadas cartesianas. Como exemplo, considere o “espaco” bidimensional
formado pelos pontos na superficie de uma esfera de raio R, onde a distancia entre
dois pontos infinitesimalmente proximos € dada em termos da coordenadas

esféricas 0 e ¢ (co-latitude e longitude, respectivamente) por:
ds? = R*d6? + R?sen?0d¢* (3.41)

N&o existem coordenadas (digamos ¢ e n) em termos da qual essa forma
quadratica tome a forma ds® = dé® + dn? como na Eg. (3.35) com n = 2. Uma
maneira de introduzir tais espacgos consiste em definir espacos dotados do conceito

de distancia como segue:

Tem-se um espago métrico ou riemanniano sempre que a distancia
quadratica infinitesimal puder ser escrita como uma forma quadratica dos

diferenciais das coordenadas que seja invariante; i.e.,
ds? = g;jdx'dx’) = invariante (3.42)

Num tal espaco, se a métrica for definida positiva (gi,-dxidxj > 0 exceto se 0s
diferenciais dx' se anulam) e for possivel introduzir as chamadas coordenadas
cartesianas, nas quais o tensor métrico e a distancia quadratica infinitesimal tomam

as formas especiais:
gij = 1sei = jeg;; = 0sei # j & ds? = (dx')? 4+ (dx*)* + - + (dx™)? (3.43)

sdo validas em todos os pontos, dizemos que o espaco é euclidiano (foi usado o
sinal = para indicar que a igualdade s6 é valida num sistema de coordenadas
especifico). Espacos euclidianos sao, portanto, casos especiais de espacos

riemannianos.
O tensor fundamental contravariante

O tensor conjugado métrico para gj , 0 qual é escrito como g', é definido por:

gY = f (3.44)

Em que G;; € o cofator de g; no determinante g = | g;; | # 0.

Da propriedade de tensores conjugados tem-se que:
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g9 = 6k (3.45)

Lembrando que, para qualquer matriz (a;). O elemento ai‘j1 da sua inversa é dado

por:
at =L (3.46)

Em que A; é o cofator do elemento a; no determinante a = |aj|, e considerando a
simetria de G” nos indices i e j (uma vez que se trata dos cofatores dos elementos
do determinante simeétrico |gj|), vé-se que as grandezas g’ definidas através da Eq.
(3.44) sé@o os elementos da matriz inversa (também simétrica) da matriz (gj). Em
vista disso, o 1° membro da Eg. (3.45) € reconhecido como o calculo de um

elemento genérico do produto da matriz (g;) pela sua inversa.

Usando a Eq. (3.45) pode-se mostrar que g’ é um tensor contravariante de
ordem 2. Note ainda que essas equacdo mostra um fato ja comprovado na Eg.

(3.26), de que o delta de Kronecker é um tensor.

3.8.1 A formagé&o de novos tensores por meio dos ten  sores fundamentais

Os tensores fundamentais g e g’ podem ser usados nas operacdes de

abaixar e levantar indices tensoriais assim definidas:

TL ...... — glmeeT] — g]nTn (3.47)

Em que diz-se que o tensor T teve seu indice m abaixado como i na primeira

operacao e seu indice n levantado como j na segunda.

Dado um tensor, este e os que dele resultam abaixando e levantando indices
sdo denominados tensores associados; € usada a mesma letra para denota-los.
Tensores associados sdo vistos como representacbes de um mesmo objeto

geométrico (de fato, a relagédo X; = ginf estabelece um isomorfismo entre vetores
; : : 49 . ij [ (— ki X

covariantes e contravariantes associados **). Exemplos: (a) gj, 9', e 8/(= gxg") sdo

diferentes representacdes da métrica do espaco; (b) o vetor contravariante dx e o

vetor covariante dx;= gijdxj representam o mesmo deslocamento infinitesimal PQ

desde o ponto P(X) até o ponto Q(x + dx) .
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A liberdade de levantar e baixar indices exige cuidado com a ordem horizontal

na qual os indices contravariantes e covariantes sdo escritos. Por exemplo, em

geral, Xij sera diferente de X]-i, sendo iguais quando X' for simétrico:
X! = X! = guX¥ — gy X = gy (XM = xI*) =0 o x¥ = xik (3.48)

Nas coordenadas cartesianasx!, o tensor métrico € dado pela Eq. (3.43) e,
portanto, A; = g‘ij/Tf = A, mostrando que os componentes cartesianos de um vetor
nao se distinguem quanto ao tipo covariante ou contravariante; isso € valido para os
componentes cartesianos de um tensor qualquer. Portanto, qualquer que seja o tipo
de tensor, seus cartesianos podem ser denotados com indices subscritos apenas,
pratica comum na literatura.

3.8.2 Magnitude de um vetor e angulo entre vetores

O escalar X'Y; obtido pelo produto interno de X' com Y; reduz-se ao produto
escalar familiar no sistema de coordenadas cartesianas. Pode-se, assim, definir a

magnitude de um vetor X' ou o seu associado X; como sendo dado por:
X2 =X'X,(= g,;X' X = gUXX;)) (3.49)

Pode-se definir o angulo 8 entre os vetores A' e B' como sendo o produto

interno dos vetores unitarios a; e B; obtidos a partir daqueles vetores:
cosf = a'f;, emquea'= A'/VAZep; = B;/VB? (3.50)

E facil ver que esses dois conceitos (magnitude e angulo) s&o invariantes e se

reduzem aos conceitos familiares no espaco euclidiano tridimensional.

3.9 A Equacéo da Geodésica

Considere todas as curvas que ligam dois pontos fixos P; e P,. Em geral,
dentre todas essas curvas, apenas uma, denominada geodésica entre P; e P, , tem
comprimento menor que o de todas as outras curvas. Segue um método de

determina-la.
Admita que uma das curvas que ligam P; e P, tenha a parametrizacao:

xt=x(t), tE[ty,t,] (3.51)
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Em que t é um pardmetro genérico e X(t1) e X(t;) sdo, respectivamente, as

coordenadas de P; e P,. O seu elemento de comprimento é:

ds = Vds? = \/gijdxidxf = \/gijfcifcfdt (3.52)
Logo, seu comprimento é:

L= f;lz sdt, coms$ = ,/g;jx;X; (3.53)

As equacBes paramétricas x* (t) da geodésica minimizam a integral que
fornece L, as quais, segundo o Calculo das Variacoes, sdo dadas pelas equacdes de

Euler-Lagrange:

di(ﬁ) _% _) (3.54)

t \9xk dxk

Lembrando que g; ndo depende explicitamente de x*, temos que:

/ 1 a(gljx x ) gl] 0x* RV ox’
gy %! / ~ 25 \axk ol T xlﬁ
2 g X x]

g% + gucx! _ 2gy% _ gijx’!
28 28 S

=20 (5140 +418]) =
e que

o 109 ... .

s -l-] ___Ul]

= x'i ) = :
dxk  2s0xk (glJ ) 2s dxk X

esses resultados substituidos na Eq. (3.54) fornecem:

d (gix’\ 1 dg;
—( ! )——. —Uxix) =0. (3.55)
dt S x
Até agora, usamos um parametro completamente genérico ao longo da
geodésica, solucdo da equacdo acima. Se tomarmos como parametro o
comprimento do arco medido desde o ponto P; , entdo s =1 e § =0, passando a

equacao acima a ter a forma:

d dx’\ 10g;dx‘dx/ _ dzxf+dgkjdxj 10g;dxtdx)
ds Gej ds 2 0xk ds ds = 9kj ds? ds ds 20x* ds ds
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O segundo termo pode ser escrito assim:

dgrjdx’ dgyjdx'dx’ 10g,;dx'dx’ N 10g,; dx’/ dx
ds ds 0x! ds ds 2 0x! ds ds 20x/ ds ds

Logo, substituindo essa equacao na anterior, obtemos:

ds ds

d?x)  1(0gx; 0gi 0gi;\dx"dx’
Iki g 52 +§<6xi + dxJ  9xk

Introduzindo nesta equacao o simbolo de Christoffel de 12 espécie,

o= L(29ki | 99ki _ agij)
[l]' k] T2 ( dxt T axJ dxk (3.56)

ela se torna, com s no lugar de k(ndo confundir o indice s com o comprimento de

arco s),

d?x)  _dxtdx!
95 qez * 1051545 =0

Finalmente, multiplicando por g*° e introduzindo agora o simbolo de Christoffel de 22

espécie,

{5} = g*s[ij, s], (3.57)

Encontramos a equacéo da geodésica:

2.k i j
d®x n {k}dx dx’ —0 (3.58)

ds? ij ds ds

As Eqg. (3.58), na verdade, sdo n equacOes diferenciais de 22 ordem, cuja
solugéo fornece a parametrizacao x¥(s) da geodésica no espago que é caracterizado
pela métrica gj, num espaco n-dimensional. Sua integral completa envolve 2n
constantes arbitrarias. Estas constantes podem ser determinadas por n coordenadas
de um ponto P sobre a curva e as n componentes de um vetor unitario na direcao da
curva em P. Entdo, em geral, uma e somente uma geodésica passa por um ponto e
em uma dada direcdo. Fisicamente, uma geodésica é a trajetoria seguida por uma

particula com aceleragéo nula (Sec. 3.11).
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Note que, pela Eq. (3.56), o simbolo de Christoffel € simétrico nos dois
primeiros indices (i e j, no caso) e portanto, pela Eg. (3.57), que também o de 22

espécie € simétrico, mas nos dois indices inferiores. Da Eq. (3.57), é facil deduzir

que:
S —_ ..
(i} = gaclii 1] (3.59)
As seguintes relacbes envolvendo os simbolos de Christoffel e a métrica
serao uteis:
{i} _ L 9gi
i 2g;; 9xt

Ll _ 1 dgu C .
{i } = Zgm 9 Lem quel # j,g;j = 0 e com a convengdo da soma suspensa (3.60)

]
() _ _ 100y
j - 209ii 6xi)

s
Na literatura, em vez de {ij} também se usam {ij, s} e I'f]

3.10 Simbolos de Christoffel e Derivada Covariante

Considere o simbolo de Christoffel de 12 espécie no sistema de coordenadas

=

1(9gjk agik_agij)
Z(E)fi + oxJ  dxk (3.61)

[y, k]

Para obté-lo no sistema de coordenadas xi, calculemos neste sistema o
primeiro termo entre parénteses, fazendo uso da regra da cadeia e da lei de

transformacao da métrica:

0gjx 0 ( ox™ ax”) _ 0gmn 0x' 0x™ Ox™ N 92x™ Ox™ N ox™ 92x™
ozt oxi \Im 557 axk) T Taxt axt ax) axk | Imm\oxiaxi axk T ax) axioxk )

Desta equagdo, com duas permutacbes (9g;,/0x 1o jogy/ox! ) o kagij/af"),
obtemos no sistema x' os dois Ultimos termos da Eq. (3.61); substituindo nesta os

resultados, encontramos:

[y, k] =

10 g 0xt 0x™ 9x™ N 1 9%2x™ 9x™ N ax™ 02%x™
2 ox! 0%l 0x) 9xk ' 29mn\ 9xiox) axk | 9x) 0xi0xk
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10 g,,, 0x' dx™ ax™ N 1 9%x™ Ox™ N ax™ 02%x™
2 9x! 0% ox axk ' 29mn\Bxioxi oxk T o0xi oxloxk

leom

10g,,, 0x' ox™ox™ 1 9%x™ gx™ N ax™ 9%x™
2 9x! 0xk ox! ox)  29m\axkaxi ox) T oxl 0xkox)

Lmn-n,lm

_ 10gymn 0x' 0x™ 0x™ N 19g,, 0x™ dx' 9x™ 190Gy, 0x™ dx' ox™ N 9%2x™ 9x™
T2 0x! 0% 0x) 0%k ' 20x™ 0%) 0% 0%k 2 dx™ 9%k 0% 0% @ I 3xigx) 0%k

_ Ox'ox™ox™1 <agmn N 09m aglm> 9%2x™ 9x"

T %l 0x 0xF 2\ axt | axm  oxn) T ImnGxiaxi oxk

ou:
dxt ax™ ax™ 92x™m gxn
Ly, k] = 3557 g LIl F Gmn 55555 52 (3.62)

Esta € alei de transformacgéo do simbolo de Christoffel de 12 espécie. Observe
que o segundo termo no 2° membro impede que [iy, k] se transforme como um

tensor covariante de 32 ordem.

Sera calculado agora o simbolo de Christoffel de 22 espécie no sistema de
coordenadas x! em termos desses simbolos no sistema de coordenadas x'. Usando
a Eq. (3.62), temos:

oxi 0%/ 0xS

ﬂ ps—— _ 0x*ox® . (9x'9x™ ox™ (il + 9%x™ ox™
y) g=lu sl = 9x2 axb 7 MR Imn 551957 9%

8b
_oskoxloamoxtoxt L OFF 72T %S axm
T axeox ox) axb axsd ™M T Gxaaxiox gxb oxs d Imn
8h 58

ox* ox' ox™ axk 92x™
= oxaoxt o UMl + oo

ou (trocando a por n):

axk axtax™ (n axk 92Zx™
=——_.—_.{ }+——_. — (3.63)
y) oxmoxiax/ Um) = ax™oxioxi
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Esta é a lei d transformacdo do simbolo de Christoffel de 22 espécie.
Novamente note que é o segundo termo no 2° membro que impede que {Z} se

transforme como um tensor misto com um indice contravariante e doi covariantes.

Da Eg. (3.63) pode-se calcular em termos dos simbolos de Christoffel de 22

espécie uma expressao para d%x™/dx'0x’. Multiplicando tal equacdo por 9x%/dx*,

obtemos:
axa{—k} _ 0x*® ik axt axm{ n } N dx® axk 9%2x™m
axk gl axkaxn axt ax) Uml) ~ gxk gxm dxiox/’
54 Sh
donde:
9%x4 E)xaT axtox™ ( a
axioxl ﬁ{t}}  oxl %) {lm} (3.64)

Nesta expressao pode-se inverter x e para x obter:

92%® _afa{k} E)flafmm

axioxi — axk ij ~ oxi axd Um (3.65)

dxt axJ

Exceto no caso da diferenciagdo de uma fungao (p(xi) invariante, para a qual
dp/0x) = (0¢p/dx")(0x'/0x’), mostrando que d¢/dx' é um vetor covariante, as

derivadas parciais de tensores ndo resultam em novos tensores. Considere, por

exemplo, um vetor contravarianteV¢; diferenciando em relacdo a x¥" ambos os

membros de sua lei de transformacéo,

obtemos:

J

ove B dxt a (axa j> B 0x® dxt oV N dxt 92x®

dx™  9x™ dxi\dxJ ~ QxJ 9x™ dxt  9x™ dxidx)

No 2° membro, o 2° termo impede que 0V%/dx"™ se transforme como um
tensor misto de 22 ordem com um indice covariante e um contravariante. Entretanto,

eliminando a derivada segunda 9%%%/dx'0x’/ que aparece naquele termo por meio

da Eg. (3.65), encontramos:
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ove _ 0x° dxt oV oy dxt Ofa{k} dit af’”m
ox"  dxJ dx™ dxi axn |axk lij)  dxt ax/ Um
j—k

_ 0x° oxt ovk v dxt 0x® {k} Vi ox™ dxt aflm
"~ dxk gxm dxt ox™ dxk (ij dxJ oxm™ dxt Um
ym sk,

_ 0% o aVk+Vf{f‘}l—l7m{ "y

~ dxk axn | axt ij nm

ou

ave S (a ] 0x%axt [avk (k

[axn v {nm}] = oxk oxn [axi +V {ij}] (3.66)
Em que vemos que os termos entre colchetes € um tensor misto de 22 ordem

com um indice covariante e um contravariante; a expressao desses termos € usada

para definir aderivada covariante do vetor contravarianteV¥ (em relacdo a x' e com

respeito a métrica gj incorporada nos simbolos de Christoffel) e &€ denotada de varias

maneiras:

k (k k
W4 yid = vk 0w ou v,V *ou vV ou V¥, (3.67)
oxt i i Dxt i [IE

A Eg. (3.67) mostra que a derivada parcial 0V¥/dx! devemos adicionar um

. (k . .
termo “corretivo”, V/ {ij} no caso, para obtermos um tensor: a derivada covariante

V¥. Isso vale para qualquer tensor T/ : T/ = 8T} /9x™ + termos "corretivos".

Considerando agora um vetor covariante V; e diferenciarmos em relagéo a "

a sua lei de transformacéo, V; = V,(0x%/d%/), obtemos:

ov; 0 (axa )_axaaxk v, 0%x“
oxt  axi\dx/ *)  0xJ axidxk odxidx)

Nesta, eliminando a derivada segunda por meio da Eq. (3.64), encontramos:

av;  0x%ox* av, [axaﬁ ox! axm{ a }l
a ]

oxl 0% 0% 9xk axk lyJ ~ axt axt Um

ou
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6_I7j_ axaﬁ_axaaxkan_a_xlaxm {a}
oxt  *oaxkly)  9xJ axi axk axt axt _*Um
Vi a—mek—l a—k

Q)

ax™axtaV,, Ox'ax™ {k}
dx) oxi ax! oxl oxt ¥

Im

~ 0% oxiloxt 'k
®

@axl aV, {k}]

Em que vemos que os termos marcados por (*) formam um tensor covariante de 22
ordem; isto justifica a seguinte definicAo para a derivada covariante de um vetor

covariante:

67 —V, { k } (3.68)

A definicdo de derivada covariante pode ser entendida para qualquer tensor.
Pode-se entrever como seria a formula da derivada covariante de um tensor
genérico por simples inspecdo das Egs. (3.67) e (3.68). Porém, pode-se utilizar o
método empregado acima. Como um exemplo, considere a derivada covariante de
um tensor misto T]-i. Utilizando esse método, é sO derivar a lei de transformacéao
T = (0x*/0x°)(0x"/0x/)T; em relagdo ax' e usar as Egs. (3.64) e (3.65) para

eliminar as derivadas segundas. Assim, obtemos:

oTe _TR] 9% 0xP dx™ (aT,
2 7 o) ~ Ty} = T 5731 <6xl; T {e) — T &3)

() )

Onde vemos que os termos marcados por (*), um tensor de 32 ordem com um

indice contravariante e dois covariantes, € a derivada covariante desejada:

Ty r = aTb Ty {rk} Tm {rb} (3.69)

Agora é facil escrever a derivada covariante de qualquer tensor; por exemplo:

= St ()t} e
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A qualificacdo covariante para esse tipo de derivada é justificada pelo fato de
ser o resultado dessa diferenciacdo um tensor com um indice covariante a mais. A
derivada covariante de um escalar ¢(x) em relacdo a x' é definida simplesmente por

®; = 0p/dx", ja que esta derivada parcial € um tensor (um vetor covariante).

N&do h& dificuldades em se verificar que as regras para a diferenciacdo
covariante de somas e produtos de tensores sdo as mesmas da diferenciacdo

ordinaria.

O teorema de Ricci, cuja demonstracao néo sera feita aqui, diz serem nulas

as derivadas covariantes do tensor fundamental e dos seus tensores associados:

Gjk=0; g% =0; gj,=0 (3.71)
Pode-se dizer, entdo, que tais tensores “comportam-se como constantes” sob

a diferenciacdo covariante. Isso justifica, por exemplo, abaixar o indice i em ijk

como normalmente é feito - gl-lT]-fk = Tijx —» POIS:
Ti = (gille)’k = Tijk (3.72)

Outro resultado interessante é que os simbolos de Christoffel se anulam num
sistema de coordenadas cartesianas: nestas, o tensor métrico € constante [cf. Eq.
(3.43)] e a Eq. (3.56) mostra que os simbolos de Christoffel de 12 espécie devem ser

nulos e, por conseguinte, também os de 22 espécie.

3.11 Derivada intrinseca ou absoluta

Considere um vetor V¥ qualquer num certo ponto de uma curva C dada
parametricamente por x© (t). Se em cada ponto da reta tomarmos um vetor paralelo
aV¥ e de mesma magnitude entdo teremos o que chamamos campo paralelo de

vetores ao longo de C.
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C: X(t)

I

VE(X(1)

Figura 10. Campo paralelo de vetores ao longo da curva C.

Se for utilizado um sistema de coordenadas cartesianasx®, os componentes
V¥ do campo considerado seriam constantes edV*/dt = 0. J& num sistema de
coordenadas curvilineas x*, os componentes V¢ desse mesmo campo n&o
satisfariam necessariamente uma equacao similar dv¥/dt = 0, pois os componentes
em relacdo a uma base que muda de ponto a ponto (0 que caracteriza as
coordenadas curvilineas) certamente variam. Surge assim a questdo: em

coordenadas genéricas, que equacao € satisfeita pelo campo considerado?

Primeiramente, observe que a equacio di’*/dt = 0 discutida acima, pode ser
assim escrita:
avk _avkax/ . pvkax/

0= =35 ac — o9 at (3.73)
N——

(*)

Em que, na ultima passagem, usamos o fato de que, em coordenadas
cartesianas, a derivada parcial € igual a derivada covariante. O termo marcado por
(*), sendo o produto de dois tensores, é também um tensor, cuja importancia
garante-lhe nome e notacdo especial: derivada intrinseca do vetor V¥ ao longo da
curva x(t) (num sistema genérico de coordenadas), comumente denotada por meio

do simbolo & e sendo encontrada na literatura em varias formas equivalentes:

svk _ pvkax/ [avk { } dx) _ avk {k

= - Vil= = —"
ot DxJ dt ox/J l

l
dat dat } e dat (3.74)

onde substituimos a expressado da derivada covariante de VX.
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Ora, a Eg. (3.73) diz que 6Vk/5t =0 (derivada intrinseca nula em
coordenadas cartesianas); mas, sendo uma equacgao tensorial, ela vale em qualquer
sistema de coordenadas. Reciprocamente, se um campo é tal que §V*/56t =0 ao
longo de uma curva, esta equacdo em coordenadas cartesianas x* reduz-se a
equacdo dV*/dt = 0, pela qual concluimos que se trata de um campo paralelo ao

longo da curva dada.

Pode-se resumir a resposta ao problema posto como segue: a derivada

intrinseca de um campo V¥ de vetores ao longo da curva x* (t) é nula, i.e.,

k
‘% =0 (3.75)

se e somente se este campo é paralelo ao longo da curva.

A derivada intrinseca é facilmente estendida ao caso de um tensor genérico;

por exemplo, temos que:

ij ij
8Ty _ DTy dx™
St ~ Dx™ dt

(3.76)

Usando a notacéo da derivada intrinseca, podemos reescrever a equacao da

geodésica dada pela Eq.(3.58) como segue:

d?xk {k}dxi dx’ _d dx* {k}dxi dx’ B dvk N {k} l.dxj B SVk
ds? ij) ds ds ~ ds\ ds ij) ds ds = ds ij ds  0s
=0

Em que o vetor V¥ =dx*/ds é tangente & geodésica e unitario. Portanto,a

geodésica é a curva ao longo da gqual os vetores unitarios tangentes formam um

campo paralelo (i.e. apresentam derivada intrinseca nula). No espaco tridimensional

euclidiano esse fato € O6bvio: as geodésicas sado linhas retas, cujos unitarios

tangentes sao claramente paralelos.

A nocédo de derivada intrinseca permite calcular a derivada de um vetor em
relagdo a um parametro; se o vetor caracterizar a velocidade de uma particula e o
parametro for um tempo, entdo se tem definida a nocdo de aceleracdo, para

qualquer sistema de coordenadas.
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As componentes do vetor velocidade sdo sempre dadas pela derivada das
coordenadas, independente do sistema de coordenadas utilizado:
i dxt .

_:x
t

” (3.77)

No entanto, a aceleragcdo € dada pela derivada intrinseca da velocidade em

relacéo ao tempo:

; SVt ; dxt [ovt (0 dx’  ovidx’ iydx/ . dvt i ydx/ dx¥
A =E—=Vv ;i —= .+v{’.} = - +L.}—v =—+L.}——
St Jodt oxJ k)| at — oxJ dt k) dt dt k) dat dt

; d2xt [ ) dx/ dx¥

I —_
e +L’k} dt dt (3.78)

Essa equacdo é muito semelhante a Eq. (3.58), da geodésica. Desse modo,
pode-se interpretar a equacédo da geodésica como a equacado da trajetoria de uma

particula cuja aceleracéo é nula .

3.12 Formas Tensoriais do Gradiente, Divergente, Ro tacional e Laplaciano

E apresentada a representacao tensorial de algumas expressées vetoriais
ateis.

(a) Gradiente

Se ¢ é uma funcdo escalar das coordenadas, entdo o gradiente de ¢ €

denotado por:

0
(gradp); === =0 (3.79)

gue € um vetor covariante.
A forma contravariante do gradiente é:

im

9P m (3.80)

(b) Divergente
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O divergente de um vetor contravariante F' é definido pela seguinte contracéo

de sua derivada covariante:
i o— i _ OF! k{ { }
divF* = F; = Py +F ki (3.81)
O divergente do vetor covariante F' é definido por:
diUFi = gijFi'j (3.82)

Frequentemente encontramos a seguinte formula para a divergéncia:

divF? _v—a 2 (JgF) (3.83)

(c) Rotacional

Seja Vi um vetor covariante, entao:

Vij = axf

ol
-

sao tensores covariantes.

~ av;
Entdo, V;; — V;; = —— — —— € um tensor covariante de segunda ordem, que €

IV gx a i
chamado rotacional de V;. Portanto,

TOtVi = Vi,j - Vj,i (384)

Note que o rotacional de V; € um tensor antissimétrico. Observe, também, que
para um vetor contravariante, a diferenca dVi/dx/ — aV//dx' de derivadas parciais
nao é igual a diferenca Vi,j — V/; de derivadas covariantes, o que impede a definigdo

tensorial do rotacional de um vetor contravariante.
(d) Laplaciano

O laplaciano de uma funcéo invariante das coordenadas x' é definido como

sendo o invariante que se obtém calculando a divergéncia do gradiente de @:

Vg = div(grade);



Usando o fato de que divF; =

divF a Eq. (3.83), obtemos:

go \/_ax‘ [\/_gl] %]
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(3.85)
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Capitulo 4

DEFEITOS EM CRISTAIS LIQUIDOS NEMATICOS

Neste capitulo € feita uma descricdo sucinta da Teoria Elastica do Continuo
(seguindo a referéncia >°) visando a anélise dos defeitos em cristais liquidos
nematicos. Entre eles sera dada maior importancia as disclinacdes axiais, que serao

os tipos de defeitos utilizados no estudo da propagacdo geométrica da luz.

4.1 Teoria Elastica Continua

Basicamente, h& dois grandes modelos tedricos para descrever o
comportamento dos cristais liquidos: o modelo microscopico estatistico (de Maier-
Saupe)®’, e um modelo macroscépico, denominado Teoria Elastica do Continuo®’.

Neste ultimo, o meio é tratado como sendo continuo e com propriedades elasticas.

Qualquer tentativa de deformar o alinhamento uniforme do diretor numa
amostra nematica — o que pode ser feito por meio de forcas de ancoramento em
superficies de vidro, campos elétricos e magnéticos etc.—resulta em uma forca
elastica restauradora. As constantes de proporcionalidade entre as deformacdes e a
tensdo restauradora sdo conhecidas como constantes elasticas. As distor¢gbes no
campo diretor podem ser descritas por uma densidade de energia livre F, que sera

obtida utilizando-se os argumentos a seguir.

O estado de deformacgé&o de um nemético é descrito pelo campo diretor n(r), a
uma temperatura fixa T. A energia livre associada com as deformacfes depende,
necessariamente, do gradiente do diretor, Vn, cujas componentes serdo denotadas

por (ani/ax]-) = n; ;. Sera assumido que as distor¢des sdo pequenas:
1

Em que a é o comprimento molecular tipico (~ 20 A). Esta suposicdo traz
algumas vantagens. Primeiro, na vizinhangca de qualquer ponto (exceto nas
singularidades) ha um cristal liquido perfeito, bem definido, com orientagédo n(r), cuja

extensdo espacial € grande o suficiente para fazer a descricdo continua possivel.
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Dai, o parametro de ordem é uma constante localmente bem definida S[T(r)], que s6

depende unicamente da temperatura.

Segundo, em qualquer ponto r, as propriedades de simetria do “cristal liquido
perfeito” refletem na sua densidade de energia f(r), a qual ndo depende apenas de
n(r) mas também de suas derivadas Vn. E suposto, também, que f(r) ndo varie sob

qualquer mudanca na orientacéo de n e do valor de suas derivadas.

Portanto, a densidade de energia livre de um nematico deve ser invariante

sob qualquer transformacao que preserve a orientacao local de n, ou seja:

® Invariancia sob a operagédo n — -n;
(i) Inversdo central (ou ponto de reflexdo) em torno de qualquer ponto;

(i) Invariancia sob qualquer rotacdo em torno de n.

E suficiente restringir a expanséo da densidade de energia livre em termos

apenas quadraticos de Vn, pois n; j € muito pequeno.

Os unicos invariantes escalares lineares em n;; e invariantes sob qualquer
rotagdo séo: divn = n;; e n-rotn = gnkni. Aqui, &€ um tensor unitario antissimetrico
(o tensor de Levi-Civita) cOom €123 = €231 = €312 = 1, €132 = €213 = €321 = -1; &k € nulo
quando qualquer um dos indices é repetido. Em notacéo indicial, as componentes
de um produto vetorial sdo [axb]i = gjajbk ; entédo, rotin = [V X n] = gjny;. Como div
n é impar em n, deve ser excluido da expansdo da densidade de energia livre,
porém (divn)? é permitido. Finalmente, n - rotn muda sob invers&o de sinal (x — -X; y
— -y; Z — -z) e ndo pode aparecer na densidade de energia de um nematico, mas

(rotn)? pode.

Como em (rotn)’= (n - rotn)® + (nx rot n)?, ambos os termos do lado direito
sdo invariantes simétricos, a densidade de energia livre, limitada a derivadas de

primeira ordem, pode ser escrita como >3
f= %Kl(divn)z + %Kz(n - rotn)? + §K3 (n X rotn)? (4.2)

A Eq. (4.2) é referida como a densidade de energia livre de Frank com as
constantes elasticas de Frank K, K, e K3 todas necessariamente positivas. Esta é a

férmula fundamental da teoria continua para a fase nematica uniaxial.
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As trés constantes elasticas estdo associadas com os trés tipos basicos de
deformacédo (Fig. 9): “splay” (divergéncia), div n # 0; “twist” (tor¢cdo), n - rotn # 0 e

“bend’(flexdo), nx rot n # 0.

Placa de
vidro
Nematico
<—> —— Placa de v
Splay vidro Bend
(divn # 0) (rotnLn)

Twist
(rotnlin)

Figura 11. Trés tipos de deformacdo que ocorrem em nemaéticos. A figura
mostra como cada tipo pode ser obtida separadamente por arranjo adequado
das paredes dos vidros**.

Uma melhor visualizacdo destas deformacfes, com figuras “animadas”, pode

ser encontrada na referéncia®.

Outros termos podem ser incluidos na Eq. (4.2) como o “saddle-splay”, que
descreve a interacdo com a superficie, e o “splay-bend”, que se obtém quando se
considera a dependéncia da densidade de energia livre com as segundas derivadas

espaciais do diretor*”.

A energia elastica total de uma amostra de cristal liquido € obtida integrando a

densidade de energia elastica sobre todo o volume da amostra:

F=[f(m,n)adv (4.3)
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em que f € dado pela Eq. (4.2) com a possibilidade de adicdo de termos de campos
ou de superficie. O problema de minimizacd0>® consiste em procurar por uma
distribuicdo do diretor n(r) a qual minimiza Fsob vinculos fisicos, tais como

orientacdo do diretor devido a superficie, forma da amostra etc.

Considere uma variacao arbitraria on(r) tal que n” = n(r) + dn(r) produz uma
maior energia livre F’. O método consiste, portanto, em calcular 6F = F' — F:

(SF:f[: ons + - (Sn”]dV f[afanl—a 0 of 4O (afs )]dV (4.4)

lax, ongj  0xj\o0n;;

em que foi usado a regra do produto:

0x;

(af5.>_ o of of a(a)

= S ——2
on " 9x, oy, | ony, ox,

Sni_j

LJ

e escrever OF = 0 para qualquer escolha de dn(r). O ultimo termo no integrando da
Eq. (4.4) pode ser transformado, por integracdo por partes, em uma integral de
superficie e somente entra nas condi¢gdes de contorno:

5F = f[ ia—f]5nidV+f%5nidAj (4.5)
LJ

anl ax]' ani,j

Entdo, chega-se & equacéo de Euler-Lagrange®
Lo tyn = (4.6)

Em que y € um multiplicador de Lagrange, a ser determinado de modo que a relagéo
2 = 1 seja satisfeita. A Eq. (4.6) é utilizada para deformacfes estaticas e suas

solucées fornecem a configuracdo do diretor para tais deformacdes®.

4.2 Defeitos em Nematicos

Foi visto que o campo diretor € um campo continuo que descreve a
orientacdo do sistema liquido cristalino em cada ponto. As distor¢cdes apresentadas
na secao anterior sdo variacoes continuas do diretor, sem singularidades. Distor¢coes
de n com singularidades (i.e., n ndo estd unicamente definido) sdo chamadas

defeitos. Eles podem aparecer por razdes topolégicas, energéticas ou dinamicas®®
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mas, usualmente, aparecem pela quebra de simetria durante a transi¢ao isotrépico-
nematico. Para meios tridimensionais, as regides singulares podem ser
adimensionais (pontos), unidimensionais (linhas) e bidimensionais (paredes).
Quando um estado ndo-homogéneo nao pode surgir de um estado homogéneo, ele

é chamado topologicamente estavel, ou simplesmente, um defeito topolégico>>.

Particularmente, em cristais liquidos neméticos uniaxiais, sdo observados
defeitos pontuais chamados hedgehog, e de linha, chamados disclina¢des (Fig. 10).
Defeitos do tipo “parede”, em nematicos, sdo completamente instaveis e nédo serao

tratados aqui*®.

Disclinagbes em nematicos tem sido comparados com “cordas cOsmicas”,
uma vez que foi mostrado experimentalmente’ que sua formacdo obedece ao

mecanismo de Kibble®, originalmente usado para explicar o nascimento de cordas

cosmicas. Assim, os cristais liquidos com defeitos tem sido utilizados como
8; 58

laboratério para Gravitagdo e Cosmologia

Figura 12. Nematicos em uma geometria confinada. (a) Configuracdo radial do
diretor, caracterizando um defeito pontual ou hedgehog, cuja singularidade se
encontra no centro. (b) Configuracdo do diretor mostrando um defeito de linha,
chamado disclinacéo. A linha da disclinacdo é coincidente com o eixo do cilindro que
delimita a amostra®.

4.2.1Disclinacdes

Este tipo de defeito € visualizado em filmes de cristais liquidos nematicos

entre polarizadores cruzados, as chamadas texturas Schlieren** (Fig. 13). Essa
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estrutura em “fios” (do grego, “nema”) é responsavel pelo nome “nematico”, dado por
Friedel.

.
5

<

)

i

Figura 13. Textura Schlieren de um filme fino (= 1um) do neméatico 5CB. Os
flos escuros marcam as regiées nas quais o diretor € paralelo ao polarizador
ou ao analizador. Os pontos onde os fios escuros convergem sao 0 centro
dos defeitos topolégicos®°.

Na textura Schlieren vé-se regibes escuras, semelhantes a fios, que se
conectam em um ponto. Nessas regides, o diretor é ou paralelo ou perpendicular ao
plano de polarizacdo da luz incidente a qual ndo é modificada e, portanto, € extinta
pelo analisador cruzado. Os centros, para 0s quais os fios escuros convergem, Sao
as disclinagdes, ou, mais especificamente, um ponto da linha de disclinagéo. Alguns
centros possuem dois fios escuros “saindo” dele, enquanto que outros possuem

quatro.

Quando um dos polarizadores € rotacionado, 0S centros permanecem
estaticos, porém, os fios parecem rotacionar conjuntamente. E o sentido da rotacao,
ainda, pode ser o mesmo do polarizador (disclinacdes positivas) ou contrario

(disclinacbes negativas).
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A magnitude (strength), ou intensidade, da disclinacéo €, entdo, definida como
k = i(numerodefios). Somente disclinacbes de magnitude k = +2,—, +1e — 1 séo
geralmente observadas, porém, defeitos de magnitude +le+2 ja foram

reportados°.

Basicamente ha dois tipos de disclinacfes: as disclinacbes axiais (ou

disclinacdes wedge), e disclinacdes perpendiculares (ou disclinacdes twist). As

disclinacdes axiais sdo assim denominadas por que a linha de disclinagéo é paralela
ao eixo de rotacdo de n exigida para se formar uma disclinacdo. Disclinacdes
perpendiculares sdo aquelas em que a linha de disclinacéo € perpendicular ao eixo
de rotacdo do diretor. As trajetorias da luz neste trabalho serdo plotadas utiilizando

disclinacdes axiais.

Para analisar disclinagfes axiais sera considerado que a linha de disclinagéo
estd ao longo do eixo z e o diretor sempre esta paralelo ao plano xy. Assim, a

configuracéo do diretor, em coordenada cartesianas, sera:

n = (cos ,sin g, 0), o = @(x,y) 4.7)

E sera assumido que o0 meio é elasticamente isotrépico, i.e, K; = K, = Kz = K, as Eq.

(4.2) e (4.6) se reduzem, respectivamente, a (veja Apéndice C):
f =K (Vp)? (4.8)
Vip =0 (4.9)

Cabem aqui algumas consideracdes a respeito do que esta sendo feito. Ao
ser assumido que as constantes elasticas de Frank séo iguais o que se pretende é
facilitar os célculos, diminuindo a complexidade do sistema. Entretanto, esta
aproximagdo concorda com a experiéncia, ja que a razdo entre as constantes

elasticas sdo aproximadamente a unidade®*.

Uma das solugBes da Eq. (4.9) é a solucgéo trivial, ¢ = 0, que ndo nos

interessa. Outra é

(4.10)

Em que 6 = arctg (y/x) e ¢ € uma constante. A constante k € a magnitude da

disclinagcdo. Esta equacdo descreve a configuragdo do diretor ao redor da
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disclinacdo (Fig.14). A linha de disclinacdo est4 ao longo do eixo z. Na Figura 15,

foram plotadas varias configuracdes do diretor para disclinacdes axiais.

A

Si

»
»

X
Figura 14. Orientacao do diretor ao redor de uma disclinacdo. Podem ser usadas
coordenadas cartesianas (X, y) ou polares (r, 6) para especifica-la. O diretor faz um
angulo @ com o eixo x e somente depende do angulo azimutal 6.

Para disclinagfes perpendiculares, considera-se que o diretor € paralelo ao
plano xy e a linha de disclinacdo esta ao longo do eixo y. A configuracéo do diretor

é:
n = (cos ¢,sin g, 0), @ = @(x,2) (4.11)
Em que:

¢ = karctg (z/x) +c (4.12)

Exemplos de configuracdo do diretor para disclinacdes perpendiculares podem ser
visualizados na Figura 16. Pode-se, por exemplo e a titulo de informacéo, estudar a
trajetoria da luz tanto paralela como perpendicularmente ao eixo z para este tipo de

defeito, o que néo é feito neste trabalho.
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Figura 15. Orientacdo molecular na vizinhanga de uma disclinagcédo. Note que,

ao na

de k = 1, variar a constante ¢ apenas produz uma rotag

configuracdo. Essas figuras foram plotadas noMathematica® e os comandos

utilizados encontram-se no Apéndice.
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Figura 16. Disclinagbes perpendiculares: configuracdo do diretor para (a) s
(k) =1/2,c =0, M4 en/2;e (b)s=1,c=0, 4 e /2. Em cada caso, a linha
de disclinacdo é mostrada como uma linha cheia no meio do plano z = 0. As
figuras para (s, c) e (-s, -c) sdo imagens espelhadas uma da outra®.

Obviamente as configuracdes reais do diretor ndo sdo exatamente como
descritas na Figura 13, pois as moléculas sofrem continuamente perturbacéo
térmica. E interessante também visualizar como essa configuragcdo produz as
regides escuras na amostra quando vistas sob um polarizador. As proximas figuras

exemplificam bem o que foi dito neste paragrafo.
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5=1/2 s=-1/2
Figura 17. Representacdo mais realistica da configuracdo do diretor para algumas
disclinagdes. Os pontos estdo indicando a linha de disclinagdo. Compare coma
figura 15.

polariser

analyser

Figura 18.Conexéo entre a configuracdo do diretor ao redor de uma disclinacao e as

regides escuras observadas sob um microscopio de luz polarizada. As regides
escuras sao aquelas em gue o diretor esta paralela ao analisador ou ao polarizador.
Quando um dos polarizadores € rotacionado essas regides também rotacionam no
mesmo sentido (sinal positivo) ou em sentido contrario (sinal negativo).
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4.2.2 Defeito Pontual

Defeitos pontuais podem ocorrer em uma configuracéo radial esfericamente
simétrica, chamados “hedgehog”, em que o diretor € normal a superficie (Fig. 10); ou
numa estrutura bipolar, com o diretor tangencial a superficie. Os defeitos pontuais
ocorrem no estado de equilibrio dessas particulas devido a condi¢cdes de contorno
ou restricdes topoldgicas®.

Para obter suas expressfes matematicas que determinam a configuracdo do

diretor em torno do defeito, primeiramente define-se:
n = (cos@sinf ,sin@sin 6, cosH), @ = qp(a)ed = 0(6) (4.13)

E utilizando a aproximacao para as constantes elasticas (k; = ko = k3 = k ) obtém-se
1; 60; 61,

@ = kB + cetan (g) = [tan (g)]lk' (4.14)

A Figura 19 da a configuracéo do diretor para alguns casos tipicos.

Figura 152 Campo diretor ao redor de pontos singulares. (a)s=+1ec=0.(b)s=-1
ec=T
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Capitulo 5

A TRAJETORIA DA LUZ EM NEMATICOS COM DEFEITOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos no estudo da propagacédo da
luz em nematicos com defeitos, utilizando a métrica dos cristais liqguidos nematicos
proposta por Simdes et al, bem como € feita uma comparacédo entre os resultados

agui apresentados e o0s existentes na literatura.

5.1 A Propagacao da Luz em Meios Anisotropicos

A importdncia das propriedades eletro-Opticas dos cristais liquidos é
evidenciada pelas inUmeras aplicacdes tecnoldgicas - de “displays” de cristais
liquidos (LCD) a janelas inteligentes - com base nessas propriedades® °. A maioria
destas utiliza as caracteristicas ondulatérias da luz. Porém, o comportamento
geométrico da luz (em que o carater ondulatério é ignorado) também é estudado e
atil para aplicacdes tecnolégicas®® °3. As consideracBes fisicas a respeito dessa

aproximacao geométrica sao dadas a seguir.

O campo eletromagnético associado com a propagacdo da luz visivel é
caracterizado por rapidas oscilacdes, com frequéncias da ordem de 10* s, segue
que a luz possui comprimentos de onda da ordem de 10®° cm. Pode-se, portanto,
esperar que uma boa primeira aproximacao para as leis de propagac¢ao seja obtida
negligenciando completamente o comprimento de onda. Nesta aproximacao as leis
da oOptica podem ser formuladas na linguagem da geometria. A energia pode ser
entdo considerada como sendo transportada ao longo de certas curvas: os raios de

luz®,

O estudo da propagacdo geométrica da luz é um assunto antigo. Grandjean®
ja tinha calculado, em 1919, a trajetéria dos raios extraordinarios da luz e sua
respectiva defleccdo por linhas de disclinacédo. Joets e Ribotta, mais recentemente,
usaram um modelo geométrico para descrever a propagacdo da luz em meios

anisotrépicos e ndo-homogéneos como os cristais liquidos™. Baseados neste ultimo,
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Satiro e Moraes % 1°

estudaram a propagacdo da luz em torno de defeitos
topologicos. Estes dois ultimos artigos serviram de referéncia para este trabalho,

para efeito de comparagéao.

O que Satiro e Moraes fizeram foi identificar o principio de Fermat, associado
com um indice de refragcdo efetivo (0 qual € dado em termos dos raios ordinarios e
extraordindrios), com o principio variacional geodésico para obter uma métrica para
cada defeito estudado. As trajetorias da luz foram entéo obtidas através da equacéo

da geodésica.

Entretanto, a métrica é obtida de maneiraad hoc, e ndo ha a possibilidade de
usa-la em outras situacdes envolvendo cristais liquidos nematicos. E neste ponto
gue este estudo se diferencia do deles: sera usada uma métrica geral para os
cristais liquidos nematicos e que leva em conta as caracteristicas das moléculas. Na

proxima secao sera mostrado como a métrica aqui utilizada foi obtida.

5.2 A Métrica dos Cristais Liquidos Nematicos

No trabalho de 2007 %, Simdes et al obtive uma métrica para os cristais
liguidos nematicos, em um estudo sobre as constantes elasticas dos mesmos. A
seguir, sera feita uma breve descricdo dos “passos” a serem seguidos para a

obtencao de tal métrica.

Parte-se do chamado principio de Hess' que propde que as propriedades
anisotropicas dos cristais liquidos podem ser obtidas por meio de uma
transformacdo afim* do potencial esférico de interacdo de um liquido isotropico,
constituido por moléculas esféricas. Deforma-se o0s potenciais esféricos dessas
moléculas para que assumam a forma elipsoidal do potencial de interacdo das
moléculas de cristais liquidos nematicos, constituido por moléculas elipsoidais.

Matematicamente, isso pode ser escrito como
O (15) = Py (1) (5.1)

em que @ representa o potencial de interagdo das moléculas, e os indices E e S sao
usadas para indicar as simetrias elipsoidais e esféricas, respectivamente. A relacao
acima é satisfeita se a distancia entre dois pontos é dada por uma métrica na qual

dois pontos numa superficie equipotencial ndo esférica torna-se equidistante do
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centro do potencial (ja que € isso que acontece em uma superficie equipotencial de
um potencial esférico). Isto €, a medida das distancias nos dois potenciais devem
ser conectadas pelas seguintes relagdes

. dri d _ drk d

rl=—=rke—=—"L£— (5.2)

drf B ar] © ar] ar}

Que séo as leis de transformacao para vetores e para derivadas, respectivamente. E

assumida a convencéao de Einstein para indices repetidos.

Porém, como em uma amostra nematica a configuracdo do diretor ndo é
homogeneamente alinhada, mudando de ponto a ponto, a transformagédo afim
necesséaria para deformar os potenciais torna-se dependente da posigéo. Isso faz
com que um vetor ndo se comporte como um tensor e uma nova definicdo de
derivada deve ser obtida: a derivada normal deve ser trocada pela derivada

covariante.

A passagem do potencial esférico para o potencial elipsoidal pode ser
realizado através da mudanca da métrica na superficie na qual o fendmeno esti
sendo estudado. Essa métrica é gerada pela textura dos nematicos. Para obté-la, é

conveniente lembrar que a distancia em uma geometria esférica é dada por
2 _ i J
ds = 5ij7"sl7"s (53)

Enquanto que em uma geometria ndo esférica, a distancia &

di = gijrir] (5.4)
Desse modo, a hipétese de Hess pode ser formulada matematicamente como
d? =d? = d: (5.5)

A relacdo acima conecta o potencial de simetria elipsoidal com o potencial de
simetria esférica. Ela nos diz que a medida das distancias nos dois potenciais deve
ser conectada por alguma lei determinada por (5.2).

Pode-se obter uma relagdo formal entre a metrica g;; e a transformacéo do sistema

de coordenadas substituindo, na Eq. (5.1), as Egs. (5.3) e (5.4), e por meio da (5.2),

obtém-se
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_ j
8;irérd = 6, — S rkr} (5.6)
ijTsTs U ark arl TETE :

Dai,

_ drsi dr;

Gl = gk gt i (5.7)

O uso dos indices superiores e inferiores segue a regra usual de vetores
contravariantes e covariantes. Essa métrica deve depender dos parametros
nematicos que caracterizam a anisotropia da amostra. Entdo, assume-se que a

métrica g;; seja determinada pela matriz E;;que caracteriza a forma quadratica de

um elipsoide uniaxial.

Para obter tal relacéo, considere um elipsoide descrito por

2 2 2
- | (5.8)

a’? = b?  b?

em que X1, X2 € X3 sdo as coordenadas em um sistema de coordenadas ortogonal,

este também pode ser escrito como E{‘]l-x"xf =1, em que

1
(= 0 0
1
E} = 0 — 0 (5.9)
0 0 =

b2

€ a matriz diagonal que caracteriza o elipsoide, que é completamente caracterizado

pelos autovalores
1 1 1
{az 'ﬁ'ﬁ} (5.10)

E autovetores{é,,é,,é,}. O indice d é usado em E{ para indicar que a matriz
correspondente € diagonal.

A matriz E;; representando um elipsoide uniaxial arbitrario com semi-eixos
principais com mesmos comprimentos do elipsoide caracterizado pela matriz El‘j

pode ser obtida a partir desta Ultima através de uma rotacdo arbitraria na qual os
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trés eixos principais ortonormais {éx, €y, 82} sao rigidamente rotacionados para um

novo sistema ortonormal {p, g, 7}. Apos tal rotacéo, E;; assume a forma

1 1 1
Eij = =pipj + 7095 + 517 (5.11)

Mostra-se faciimente que p,ger sdo os autovetores normalizados de E;; e

{1/a%,1/b%,1/b?*} sdo os respectivos autovalores. Uma importante propriedade
desses autovetores é que eles compdem um conjunto completo e portanto estédo

conectados por
pipj + qiq; + 115 = 6y; (5.12)
Combinando (5.12) com (5.11), obtém-se
E;j = %pipj + b_lz(aij —pipj) = 1T18{5ij —epp;} (5.13)
em que
e=1-bh? (5.14)

é a excentricidade do elipsoide e p corresponde ao eixo principal de simetria do
elipsoide uniaxial. Foi fixado o comprimento do semi-eixo principal do elipsoide como
a = 1, de modo que a concordar com a normalizacdo adotada para a esfera r = 1.
Entdo, em uma rotacdo arbitraria do sistema de coordenadas, este elipsoide pode

sSer escrito como

No limite em que a excentricidade e vai a zero o elipsoideE;; reduz-se a uma esfera

de raio r = 1. Dai, deduz-se que a anisotropia da amostra pode ser quantificada
medindo quanto o elipsoide difere de sua esfera equivalente. Tal esfera equivalente
pode ser obtida lembrando que, de acordo com (5.9), a matriz que caracteriza o
elipsoide é uma funcéo linear dos inversos dos quadrados dos seus eixos e seria
reduzida a uma esfera de seus eixos se tornassem iguais. O raio da esfera

equivalente deve, entdo, satisfazer a relacéo,

S =1Tr(E) =—(1-2) (5.16)

r2
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Isto é, o inverso do quadrado do raio da esfera equivalente é dado pela média do
inverso do quadrado dos semi-eixos do elipsoide. Assim, se E é a matriz que
caracteriza um elipsoide, os elementos da matriz que caracteriza a esfera

equivalente seréo:
1

Consequentemente, a deformacao elipsoidal AE seré definida pela diferenca entre o

elipsoide e a esfera equivalente,
1
O qual, com o uso de (5.13) e (5.16) torna-se:
e (1
AE;; = ;{g 6ij — pipj} (5.19)

Isto é, a deformacdo elipsoidal AE € determinada pelo produto de dois termos
distintos: e/(1 —e), e

0 =385 —pp; (5.20)

Este dltimo termo € o componente anisotrépico da deformacdo elipsoidal. Ele

% sendo formalmente similar ao

coincide com o tensor de momento quadrupolo
parametro de ordem tensorial [Eqg. (2.3)] de um cristal liquido nematico. Na equacao
(5.19), o termo de excentricidade, e, fornece a magnitude da elongacao elipsoidal;
diferentes excentricidades correspondem a diferentes formas moleculares: quando
e <0, temos que b > 1, correspondendo a fase discética e quando e > 0, temos

b < 1, correspondendo a fase calamitica.

Resumindo, a matriz elipsoidal, dada por (5.11), pode ser escrita como:

Ey =Sy +05={(1-5)5; + eQF} (5.21)

1—-e

Em que o primeiro termo corresponde a parte esférica (isotropica) de E;; e o
segundo termo descreve o seu desvio de uma forma esférica. Tal desvio é descrito
por um termo que é estruturalmente idéntico ao parametro de ordem tensorial. E

importante ressaltar que esta similaridade, até agora, € puramente formal, pois
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conceitualmente descrevem objetos diferentes. Esse € o motivo do sobrescrito E em
Qf, O préximo, e ultimo passo, para obtencdo da métrica g;; € aprimorar tal
igualdade até o ponto em que ambos 0s conceitos se tornem idénticos e uma

métrica dependente da temperatura seja obtida.

A métrica deve depender da temperatura por uma motivacao fisica simples:
para temperaturas maiores que o ponto de transicdo NI o liquido nematico é
isotropico e todas as dire¢Bes sdo equivalentes, para temperaturas menores que 0
ponto de transicdo NI o liquido torna-se anisotrépico e em cada ponto as

propriedades fisicas adquirem direcéo privilegiada.

A anisotropia dos materiais liquido-cristalinos pode ser observada em dois
niveis: microscopicamente e macroscopicamente. As moléculas de cristal liquido
possuem uma anisotropia microscopica intrinseca, que quando calculadas em
média, podem ou nado ser observadas macroscopicamente, dependendo da
temperatura. Fazendo a distingdo entre a natureza microscopica e macroscopica de
Q;; denotamos por Q;;(7) o parametro de ordem microscopico associado a variavel
aleatoria 7, que nos d4 a direcdo do eixo molecular longo. De maneira anéloga,
denotamos por Q;j(n) o parametro de ordem macroscopico, em que n € o diretor
usual. A conexao entre essas duas quantidades é feita assumindo que a variavel
aleatéria microscopica 7 oscila téo rapido que quando uma media de Q;;(#) € feita,
no tempo e/ou nas vizinhangas de um ponto, obtemos Q;;(n) e este possui a mesma

forma como dada na Eq. (5.20), com 7 recolocado por n. Matematicamente, tem-se
(Qij(M)) = SQ;;(n) (5.22)

Em que S é o parametro de ordem escalar e da a intensidade com que as oscilacdes
aleatdrias fazem a anisotropia microscopica ser observada na escala macroscopica.
Multiplicando a equacdo (5.22) por QY(n) e tomando o traco da expressio

resultante, recupera-se a expressdo do parametro de ordem escalar [Eq. (2.2)].

Considere agora que o potencial interagente atribuido a cada molécula de
uma amostra nematica tem uma superficie equipotencial que pode ser representado
pela matriz E;;. Supondo que se possa estender tal ideia para a vizinhanga de um
ponto, para uma grande quantidade de moléculas, em analogia com (5.22), pode-se

ter moléculas alinhadas gerando uma fase neméatica ou desalinhadas. A
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representacdo dos resultados macroscoépicos deste alinhamento microscopico pode

ser feito através da matriz Qf, assumindo que ela satisfaz a mesma relagdo de um

parametro de ordem microscopico,
(QF () = SQ;;(n) (5.23)

Isso significa que a anisotropia de cada molécula torna-se acoplada com a
anisotropia microscoépica da vizinhanca, fazendo com que o eixo longo de cada
molécula oscile ao longo da mesma direcdo, gerando a fase nematica. Como
consequéncia, o raciocinio acima fornece resultados macroscopicos para a

anisotropia elipsoidal microscopica de cada molécula nematica. Como ij aparece

na definicdo de E;;, a Eq. (5.21) revela que a matriz elipsoidal E;; também contem

l]’
um complemento macroscopico, pois, uma vez atribuido significado a (ij), deve-se
atribuir um significado correspondente a (E;;). Tal matriz mede a passagem de uma
simetria isotrOpica macroscopica, determinada por &;;, para uma simetria

macroscopica elipsoidal de uma fase nematica. Assumindo que tal anisotropia &

percebida atraves da meétrica macroscopica g;;, isto €, g;; = N(E;;), tem-se,

gij { Tr(E)di; +— (QU( ))} -0 {(1 - g) 6ij + eSQij(n)} (5.24)

Em que N é uma constante de normalizagdo introduzida para assegurar a

normalizacéo do diretor,
nin; = gijnin]- =1

Um calculo direto revela o valor de N, mostrando que,

gij [3- e(1+25)] {(3 e)5ij + 3eSQU(n)} (525)

1

ij=—_ 1 (13— ij ij
g [3_6(5_1)]{[3 e(S+ 1)]67 +3eSQY(n)}  (5.26)

Nessas equacbes assume-se que a métrica induzida pela anisotropia
elipsoidal depende do parametro de ordem escalar S e, portanto, € macroscopica,
sendo determinada pela temperatura nematica. Na fase isotropica, S = 0, a métrica €
esférica e macroscopica. Quando a temperatura é reduzida, a transicdo de fase NI
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cria um S nédo nulo, induzindo uma anisotropia elipsoidal macroscopica descrita pelo

parametro de ordem S e pela excentricidade e.

Por ultimo, cabe lembrar que esta métrica ndo representa a métrica real do
espaco onde o fenbmeno acontece, esta permanecendo inalterada.Por exemplo,
colocando uma amostra nematica entre duas placas de vidro, temos que a métrica
das superficies de vidro € a mesma de uma superficie plana. Essa amostra contera
defeitos do tipo disclinacdo. Fazendo um feixe de luz incidir paralelamente as placas,
sobre a amostra, a luz “sentira” a métrica gerada por esses defeitos e ndo a da
superficie plana das placas de vidro. Agora, sera analisado como a luz se propaga
ante aos varios tipos de disclinagbes possiveis, tendo em vista que a amostra

nematica obedecera a essa métrica.

5.3 A Trajetoria da Luz ao redor de Disclinacdes em  Nematicos

De posse da métrica que descreve a geometria de um cristal liquido nematico,
e considerando que os raios de luz sdo descritas por geodésicas neste meio®’, pode-
se calcular suas trajetorias para uma determinada configuracdo do diretor. Contudo,
é preciso fornecer uma configuracéo para o diretor, pois a métrica (5.25) depende do
parametro de ordem tensorial que, por sua vez depende do diretor. Ou seja, é
preciso dizer como as moléculas nematicas estdo arranjadas na amostra. Neste
trabalho foram escolhidas, por simplicidade, configuracdes planas de disclinacdes,
sendo possivel, entretanto, expandir o0 estudo para configuracdes
tridimensionais.Como exposto anteriormente, as configuragdes do diretor séo tais
que a energia livre de Frank seja minima. Uma vez determinada a configuracdo do
diretor, os simbolos de Christoffel sdo facilmente calculados. No apéndice A as duas
equacbes paramétricas da trajetoria sdo explicitadas, com o tempo sendo o

parametro.

As equacdes foram resolvidas numericamente, utilizando o comando NDSolve
do software Mathematica, e em seguida plotadas conjuntamente com seus defeitos.
Note que, como k e c aparecem explicitamente nas equacgfes, cada trajetoria
plotada fica automaticamente conectada com o seu respectivo defeito. Pode-se
variar a excentricidade e das moléculas e o parametro de ordem S para verificar

como a trajetoria da luz varia com esses parametros. As quatro condi¢des iniciais
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necessarias, x(0),y(0) e x(0),y(0) sao, respectivamente, as componentes da
posicdo inicial dos raios de luz e as suas derivadas, e sdo importantes para
determinar onde e em que dire¢cdo os raios irdo incidir. Por exemplo, se x(0) =
1,y(0) = -1, x(0) =1 e y(0) = 1, o feixe de luz iniciara na posicao (1,-1) (sendo que
pela origem passa o eixo de disclinacéo, ou seja, € o centro do defeito) com uma

direcéo que faz um angulo de 45° com o0 eixo X.

Nas figuras abaixo, sdo mostradas varias trajetorias para cada defeito em que

foi utilizado os valores e = 0,78 e S = 0,5, que s&o valores tipicos para nematicos *’
68
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Figura 21. Campo diretor e trajetorias da luz para disclinagbes k =-1 e ¢ = 11/2.
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nota-se que a luz é desviada pelos centros dos defeitos da mesma
bidimensionalmente falando, a luz é desviada préximo a um campo

/4.

lec
Primeiro

Figura 24. Campo diretor e trajetérias da luz para disclina¢

maneira como

Kk
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gravitacional. Ou seja, pode-se fazer uma analogia entre um defeito topologico em
um nematico e um defeito topolégico no espaco-tempo, estudar até que ponto a
correlacdo é valida e usar os CL’s neméticos como laboratério para Cosmologia e
Gravitacdo. J& h& passos na direcdo de saber até que ponto essa relagédo é valida:
foi proposta uma equacdo semelhante a Equacao de Einstein da Relatividade Geral

para os nematicos®.

Segundo, os raios de luz que surgem paralelos entre si ha amostra tendem a
sofrer uma espécie de efeito de lente: tendem a convergir ou divergir. Os defeitos
com k = -1 e k = £1/2, sendo assimétricos, possuem ambos 0s comportamentos

dependendo do angulo de incidéncia dos raios.

Com esse trabalho abre-se a possibilidade de verificar como a trajetéria da luz
€ modificada quando se variam os parametros microscopicos da amostra, a saber, a
excentricidade das moléculas, e, e o parametro de ordem escalar, S; este ultimo
variando com temperatura, também pode informar como a trajetoria é modificada
pela agitacdo térmica. A figura 25 mostra trés trajetérias da luz para diferentes
valores da excentricidade. Quanto maior a excentricidade das moléculas maior o
desvio sofrido pela luz, isto €, quanto mais anisotropica a forma da molécula mais a
luz “percebe” o efeito da métrica do nematico. A figura 26 mostra 0 mesmo defeito
com trés trajetorias, porém, manteve-se fixo a excentricidade e so foi variado o
parametro de ordem escalar, S. Observa-se que as trajetorias sdo praticamente as

mesmas, independente de se variar e ou S. Isto mostra que para variarmos

—
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Figura 25. Variacdo da trajetoria da luz para diferentes valores da excentricidade: e =
0, correspondendo a moléculas esféricas (Preto); e = 0,5 (Verde); e = 0,78
(Vermelho), estes dois ultimos correspondendo a moléculas cada vez mais
elipsoidais.
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a trajetoria seguida pela luz € suficiente modificarmos a anisotropia da amostra, o
gue € conseguido variando a temperatura — ja que S = S(T) — ou variando a forma
das moléculas (0 que é conseguido, obviamente, mudando a substancia da
amostra). Quando mais anisotrépica for a amostra (maior valor de S e portanto
menor a temperatura), maior sera o desvio sofrido ao passar perto de um defeito.

~ ~
DN~ T~

Figura 26. Variacdo da trajetoria da luz para diferentes valores do parametro de
ordem escalar: S = 0,01, correspondendo ao estado de total desordem (Preto); S =
0,4 (Verde); S = 0,6 (Vermelho), estes dois ultimos correspondendo a moléculas
cada vez mais ordenados.

Para uma ilustracdo das ideias apresentadas anteriormente tome-se a
primeira configuracdo dada na Figura 20. Como os feixes emergem paralelos, se a
amostra estivesse na fase isotropica (S = 0), eles permaneceriam retilineos.
Porém, a medida que se aproximam do centro, vdo desviando da trajetéria reta.
Perceba que quanto mais proximo do centro do defeito mais a trajetoria é desviada:
0S raios mais a esquerda ou mais a direita desviam-se menos que 0s raios que
passam pelo centro. E como se, fazendo uma analogia gravitacional, no centro da
disclinacdo houvesse uma distribuicdo de massa que modificasse a geometria do
espaco ao redor e os raios seguem essa geometria (Fig. 27). Outro ponto
importante a ser observado € que 0s raios estdo constantemente sendo desviados,
fato que ndo se observa em algumas configuragcdes nos trabalhos da literatura
pesquisados: os raios emergem retilineos, sdo desviados pelos defeitos e seguem

retilineamente.
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Figura 27. Analogia entre a trajetoria da luz em uma amostra nematica com
defeito e em um campo gravitacional. Os raios hachurados séao as trajetorias
gue a luz seguiria se a geometria ndo fosse afetada.
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Capitulo 6
CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Foi visto, ao longo deste trabalho, a propagacdo da luz em cristais liquidos
nematicos com defeitos utilizando a métrica associada aos cristais liquidos
nematicos. Esta métrica, proposta por Simdes et al, foi expressa em fungcdo de
propriedades microscopicas como excentricidade das moléculas e parametro de

ordem escalar.

Estudamos os defeitos em nematicos, isto €, a variagdo brusca que ocorre na
orientacdo das moléculas (diretor) devido a quebra de simetria na transicdo de fase.
Considerando essas estruturas, estudamos o comportamento da luz quando seus
raios passam proximas desses defeitos. Para isso, usamos uma teoria de primeiros
principios que possui validade para todos os cristais liquidos (cuja interacdo das
moléculas ocorra via um potencial que possua simetria elipsoidal), e associamos a
trajetoria dos raios de luz a geodésicas. Assim, descrevemos como raios de luz se
comportardo quando atravessarem uma amostra de CLN entre placas de vidro,

paralelamente a essas placas.

Nossos resultados sdo satisfatorios pois reproduzem e melhoram os
encontrados na literatura e reafirmam a validade da métrica dos CLN.Estudou-se a
influéncia da excentricidade e do grau de ordenamento das moléculas de CL sobre
as trajetorias e o efeito de lente convergente que ocorre em alguns defeitos. Além
disso, foi citada a analogia entre esses resultados e os encontrados em Relatividade

Geral.

Os estudos com disclinagdes perpendiculares, em duas ou trés dimensdes,
gue aqui nao foram feitos, parecem ser a sequéncia natural de estudos nesse tema.
Pode-se estendé-lo também aos CL colestéricos, ja que também sdo do tipo
nematico e, como possuem estrutura helicoidal, pode-se tentar observar se a luz se
propagara em espiral! Além disso, outros estudos realizados anteriormente com CL

podem ser revisitados utilizando abordagem via métrica de Simdes.
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APENDICE A: Calculo das Equactes da Trajetoria

Neste apéndice serda mostrado, passo a passo, 0 processo de calculo das

equacdes da trajetoria. A partir da métrica nas formas covariante e contravariante,

gij = A1B16;; + A,CQ;;(n) (A1)
gY = A,B,8Y + A,CQY (n) (A.2)
Em que
A, = m (A.3)
B,=0B—¢) (A4)
4, = [3—e(15—1)] (A-5)
B,=3—e(S+1) (A.6)
C = 3eS (A7)

E combinando com o parametro de ordem tensorial,

Qij = §6ij — nn; (A.8)
QY = a,8Y + byn'n’ (A.9)
Obtém-se
g11 = AyB; + %Alc — A Cnyny (A.10)
g1z = —A,Cmyn, (A.11)
921 = —A1Cnyny (A.12)
Gg2 = B1B; + §A1€ — A,Cn,m, (A.13)
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gt = A,B, + A,Cay + A,Cnlnt (A.14)

g'? = A;Chon'n? (A.15)

g*t = A,Chyn’n! (A.16)

g?* = A,B, + A,Caqy + A,Chyn?n? (A.17)

Nas relagbes acima, correu-se os indices i,j para 1,2, correspondendo as

coordenadas (x1,x?), que nesse caso sdo (x,y). Os parametros ag € by , que podem

ser calculados pela propriedade (3.45), sao

_ 6-9S+e(—2-S+35?)

Qo 35[3+e(s5—1)] (A.18)
0= 33++ee(:i) (A.19)
Levando em conta que a expressao para o diretor que fornece os defeitos é,
il = (cos @, seng,0) (A.20)
Com
¢ =k arctg G) + ¢, ¢ = const. (A.21)

Assim, as derivadas da métrica ficam,

0911 0gyxx O 5 on, kysen2p
axl — ax — a(—z‘hCnx) — —2A1Cnxg — _Alc—xz + yz
0 0 on k sen
9121= gxx=—2Alc—x=2A1C (pz
0x dy dy X (1 n %)
09xy 09yx d A,Cky cos 2¢
Tx = ax = Mo () ==
09xy 09xy d k xcos2¢
oy = oy — il (ny) = -AC—m 5
09yy Ja ., kysen2¢
ox _Alc@(nY) = A4,C x2 + y2
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k cos ¢
x(1+i—z)

Agora pode-se construir os simbolos de Christoffel, que por sua vez, entrardo nas

d an
Iyy _ —24,C == = —24,C
dy

dy

equacdes da trajetoria:
¥+ Thx% + 2TLxy + Thy? =0 (A.22)
j + T2 %% + 2I5%y + TAy% =0 (A.23)

Com o auxilio do Mathematica®, calculam-se facilmente os simbolos de Christoffel.
No Apéndice D estdo listados os comandos do programa que faz esses calculos.

Inserindo-0s nas equacdes acima, obtém-se:

¢0) 3ekS[ay(t) — 3eSy(t)Cos(2¢p) + 3eSx(t)Sin(2¢)][2Cos(2@)x(t)y(t) + Sin(2@) (—x(t)? + y(t)?)]
#(t) —

Blx(©)* + y(t)?]

=0
(A.24)
i(6) 3ekS[ax(t) + 3eSx(t)Cos(2¢) + 3eSy(t)Sen(2¢)][—2Cos(2p)x(t)V(t) + Sen(2¢) (x(t)? — y(t)?)]
g BIx (" +y (O]

=0
(A.25)
Com

a=(-6+e(2+9))

B =4(-9+3e(2+5) + (-1 -5 +252))

Que sao as equacdes parameétricas da trajetéria da luz, com o tempo sendo o
parametro. Sao duas equacdes diferencias ordinarias de segunda ordem
homogéneas, nao-lineares e acopladas. Elas podem ser resolvidas numericamente
escolhendo valores adequados para e, S, k e ¢, além, obviamente, de terem suas
condicbes iniciais especificadas. Também no Apéndice B encontram-se o0s
comandos de um programa no Mathematica® que calcula as equacbes da
geodésica.
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APENDICE B: Listagem dos programas utilizados

O PROGRAMA 1 calcula os simbolos de Christoffel e as equagbes da
geodésica,tendo como entrada os elementos de matriz da métrica covariante e
contravariante, a dimensdo do espaco e as coordenadas utilizadas. Além disso,
calcula o produto das matrizes para verificar que realmente resulta na matriz
identidade. Os elementos de matriz foram calculados “a mao” por meio das
expressdes genéricas da métrica dadas em *’. O algoritmo do programa n&o foi
desenvolvido pelo autor da dissertacdo e estd disponivel em
<http://web.physics.ucsb.edu/~gravitybook/math/christoffel.pdf>.

O PROGRAMA 2calcula numericamente as equacdes da geodésica
(calculadas no programa anterior) e plota a trajetdria da luz conjuntamente com seu
respectivo defeito. Este exemplo em particular calcula a trajetéria da luz para o

defeitocomk =1 e c = /2.
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Clear[coord, metric, inversemetric, conexao, x, vy, t, n,e, 8, a, b, k, ¢, ul;
n=2;

coord = {x, v},

metric =

-3+e-e8+3e8 (Cos[k ArcTan[y/x] +c])?

{{ -3+e (1+28) '
3eSCos[kArcTan([y/x] +c] S8in[k AxrcTan[y / x] + c]

-3+e (1+28) }'
3 e SCoszs[k ArcTan([y/x] +¢] Sin[k ArcTan[y / x] + ¢]

{ -3+e (1+258) '
-3+e-e85+3e8 (Sin[k ArcTan[y/x] +c])?

-3+e (1+258) }}(
metric // MatrixForm
inversemetric =

3-e(1l+28) +3e8 (Cos[k ArcTan[y/x] +c])?

{{ 3+e (-1+8) '
3 e SCos[k ArcTan([y/ x] +c] Sin[k ArcTan[y / x] + ]

3+e (-1+8) }’
3 e SCos[kArcTan([y/x] +c] Sin[k ArcaTan[y / x] + ]

{ 3+e (-1+58) '
3-e(1l+28)+3e8 (Sin[k ArcTan[y/x] +c])?2

3+e (-1+8) }} (
inversemetrie // MatrixFoxrm
conexao :=
conexaoc =
Simplify[
Table [
(1/2) *Sum[ (inversemetric[[i, =]]) *
(D[metric[[=, J]], coord[w]] + D[metric[[=, w]], cooxrd[]j]] -
D[metric[[j, w]], eooxd[[=]]1]1), {=, 1, n}], {i, 1, n}, {3, 1, n},
{w, 1, n}11;
listconexac :=
Table[If[UnsameQ[conexac[[i, J, w]l]l, 0],
{ToString[T[i, j, w]], conexao[[i, j, w]l]1}], {i, 1, n}, {3, 1, n}, {w, 1, n}];
TableForm[Partition[DeleteCases[Flatten[listconexaoc], Null], 2],
TableSpacing » {2, 2}]
geodesic 1=
geodesic =
Simplify[Table[-Sum[conexac[[i, Jj, w]l]l u[j]l ulw], {3, 1, n}, {w, 1, n}],
{i, 1, n}11;
a2
listgeodesic := Ta.ble[{"—z" ToString [u[i]], "=", geodesic[[i]]}, (i, 1, n]]
dt
TableForm[listgeodesic, TableSpacing = {2}]
Simplify[Dot[metric, inversemetric]];
% // MatrixForm
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Clear[x, v, e, 8, k, t, sol, Egqnl, Eqn2, Egqns, u, v, =, r];
7 7
u = VectorPlot[{Cos[ArcTan[s, r] + —] ; Sin[ArcTan[s, r] + —]]-,
2 2
{=, -20, 20}, {x, -20, 20}, VectorScale » Tiny, VectorStyle - Arrowheads[0],
Frame - None, PlotLabel -+ "Disclination k=1 e c=x/2"|;

e=0.78;
S = 0.6;
k= 1,‘

=

r

n
M

Egnl =
{-x"1t]+
(BekS ((-6+e (2+8)) y[t] -3 eSy[t] Cos[2 (c+k ArcTan[x[t], v[Et]])] +
3eSx[t] 8in[2 (c+k AxcTan([x[t], ¥[t]11)1])
{2 Cos[2 (c+k AreTan[x[t], v[t]])] = [t] v [t] +
Sin[2 (c+k ArcTan[x[t], y[t]1])] (-x"[t17 +¥ [t1%))) /
(4 (-9+3e (2+8) +e® (-1-5+28%)) (x[t1% +y[t]?)) = 0}
Eqgn2 =
{-¥71t1+
(SekS ((-6+e (2+8)) x[t] +3esSx[t] Cos[2 (c+kAxcTan[x[t], ¥[t]])] +
3e8y[t] 8in[2 (e+k AxrcTan[x[t], ¥v[t11)1])
(—2 Cos[2 (c+ k ArcTan[x[t], v[t]11)] x"[t] ¥ [t] +
Sin[2 (c+k ArcTan[x[t], y[t]11)] (x [£1%-¥'[£1°%)))/
(4 (-9+3e(2+5)+e” (-1-5+257)) (x[t1? +y[t]?)) = 0}
Eqgns = {Eqnl, Eqn2, x[0] = -15, %' [0] =0, y[0] = -15, v [0] = 1};
g0l = NDSolve [Eqns, {x, v}, {t, -60, 60}];
v = ParametricPlot [Evaluate[{x[t], ¥[t]} /. =0l1], {t, -60, 60},
PlotStyle -+ Red];

Show[u, v]

Disclination k=1 e c=x/2
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APENDICE C: Solucéo da equacéo da energia livre de  Frank

Para descrever as configuracfes do diretor, sera feita uma aproximacao para
as constantes elasticas, tendo em vista que elas possuem a mesma ordem de
grandeza, sendo assim temos, K; = K, = K; = K. A equacéao (4.2) toma a seguinte

forma:
f =K[(divn)? + (n - rotn)? + (n X rotn)?] (C.1)

Sendo as componentes do vetor diretor da figura 14 dadas por:

n, = cos p(x,y)
n, = sin(x,y) (C.2)
n,=0

Calcula-se o divergente, o produto interno com o rotacional, e o produto

vetorial com o rotacional do diretor, obtemos respectivamente,
v = —sing® 29
divn=—sing ™ + cos @ 3y (C.3)
n.rotn =0 (C.4)
n X rotn = (sin @ COSQ 9 4 sinq 6_(p) i— (sin ) cos<pa—(p + coszwa—(p)j(c 5)
ox oy oy ox '

Substituindo esses resultados na equacao (4.2)obtemos:

ORI IR

dy

A configuracao do diretor em torno da declinacéo pode possuir tal forma que
minimize a energia livre. Para este fim, seré reescrito a equacgéo (4.6) considerando

a auséncia de forgas de corpo externas,y = 0, ou seja:

(a—f) —2L=y (C.7)

ani,j j ani

Substituindo a equacao (C.6) na (C.7), chega-se a
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Vip =0 (C.8)
Que corresponde a equacao de Laplace bidimensional.

Para obter a solugdo da equacdo (C.8), usa-se coordenadas polares (r,0),
explorando a simetria da amostra de cristal liquido por estarem contida no plano, ou

seja,

li(r"’_‘l’) L 120 _ (C.9)

ror\' or) ' 2062

Aplicando o método de separacédo de variaveis e observando que a orientacao

do vetor diretor depende somente de ¢(6), chega-se a,

d?¢
202 0 (C.10)

Resolvendo esta equagéo, encontra-se uma solugao linear,

p(0) =kO +c (C.11)

ondef = tan~!y/x e ¢ € uma constante.
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