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Resumo

Os anéis quanticos tém atraido o interesse dos pesquisadores devido a
possibilidade de investigar fendbmenos de interferéncia quantica. Dentre varios
fendbmenos podemos destacar; o efeito Aharonov-Bohm e o efeito Hall. Estes
efeitos podem ser analisados em sistemas nanoestruturados como anéis
quanticos ou até mesmo em nanotubos de carbono. Tais sistemas permite a
construcdo de aparelhos mais eficientes devido as suas alteracbes nas
propriedades quando possuem algum tipo de defeito na sua estrutura. Neste
trabalho, buscamos entender como as propriedades fisicas em sistemas
mesoscopicos bidimensionais sdo influenciadas pela geometria, visando
examinar estruturas na presenca de defeitos topolégicos. Procuramos
investigar a dinamica quantica de uma particula se movendo em uma superficie
cilindrica e em uma superficie cilindrica distorcida na presenca de uma
desclinagdo. Para isso fizemos uma conexdo entre dois formalismos
ligeiramente diferentes. Partimos inicialmente da escolha conveniente de um
sistema de coordenadas curvilineas generalizada para descrever a superficie
de um sistema quantico bidimensional. Posteriormente, através da Equacédo de
Schrédinger, encontramos uma expressao matematica para o espectro de
energia e para o potencial geométrico constante de confinamento da particula
na superficie de um anel quantico distorcido. Além disso, discutimos a

influéncia do defeito topoldgico (desclinacao) nos niveis de energia.

Palavras-Chave: Anéis quanticos, defeito topoldgico, niveis de energia.



Abstract

Quantum rings have attracted the interest of researchers due to the possibility
of investigating quantum interference phenomena. Among various phenomena
can be highlighted; the Aharonov-Bohm and Hall effects. These effects can be
examined in systems as nanostructured quantum rings or even carbon
nanotubes. Such systems allow the construction of more efficient appliances
due its changes in properties when they have some sort of defect in its
structure. In this work, we seek to understand how the physical properties in
two-dimensional mesoscopic systems are influenced by the geometry, aiming to
examine structures in the presence of topological defects. We seek to
investigate the dynamics of a quantum particle be moving in a cylindrical
surface and a cylindrical surface distorted in the presence of a desclinacdo. To
do this we made a connection between two slightly different formalities. We
started choosing conveniently a generalized curvilinear coordinate system to
describe the surface of a two-dimensional quantum system. Later, through the
Schrédinger equation, we find a mathematical expression for the energy
spectrum and the constant geometric potential of particle confinement in the
surface of a distorted quantum ring. In addition, we discussed the influence of

topological defects (disclination) at the energy levels.

Keywords: Quantum rings, topological defect, energy levels.
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Capitulo 1

NANOTECNOLOGIA E SUAS APLICACOES

Podemos dizer que a nanotecnologia € o ramo da ciéncia que estuda o
comportamento das particulas muito pequenas com dimensfes da ordem de
nandmetros em um meio material manipulavel, voltadas para aplicacdo na
tecnologia. Para termos uma ideia sobre as dimensfes envolvidas, um
nandmetro equivale a um milimetro dividido em um milh&o de partes. Um fio de

cabelo, por exemplo, possui uma espessura média de 75.000 nandmetros.

fio de cabelo

hemécias

nanotubos
de carbono

atomos e
moléculas

AR
~ENNIAR R

0,1 N '![0 oo .1
nandmetro micron milimetro
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Figura 1:Algumas estruturas e suas respectivas dimensées
Fonte: Disponivel em https://s3-sa-east-1.amazonaws.com/ofitexto.arquivos/imagens/216_2.gif

A Figura 1 ilustra pequenas estruturas relacionadas ao seu tamanho cujas

dimensoes estao na faixa de 0,1 a 100 nandmetros.

Quando nos referimos aos métodos experimentais de preparacdo de
nanoestruturas, podemos destacar duas metodologias: bottom up (de baixo
para cima) e top down (de cima para baixo). A abordagem (bottom-up) consiste
em construir estruturas atomo a atomo, ou molécula por molécula; a primeira

etapa é fabricar os blocos (tijolos) da matéria de forma precisa, controlada e



reprodutivel (Yamamoto, Ohnuma et al., 2012). De acordo com a perspectiva
Top-Down parte-se de um bloco solido para as nanoestruturas, do “macro para
0 nano”. Para citar um exemplo a trituracdo, € um método tipicamente top-down
que proporciona a obtencdo de nanoparticulas. Porém, as estruturas obtidas
geralmente possuem superficies com consideraveis imperfeicées. Além disso,
vale ressaltar que métodos avancados de sintese e, também, métodos para
observar e medir o comportamento de certas propriedades fisicas (mecénicas,
elétricas, magnéticas, entre outras) vem sendo desenvolvidos (Yamamoto,
Ohnuma et al., 2013).

Outra forma de fabricacdo consiste em submeter um corpo sélido a acao de
corrosdo seletiva através de técnicas de litografia ou engenharia de preciséo.
Este € o caso do processo de fabricacdo de semicondutores (Guo, Krauss et
al., 1997).

O estudo da nanotecnologia possui uma grande vantagem, no que se refere ao
aumento da area superficial dos materiais produzidos, implicando na obtencéo
de materiais muito mais reativos. Como consequéncia, as nanoestruturas
obtidas absorvem calor facilmente e a temperatura de fuséo diminui no caso de
sélidos. Este é apenas um, dentre varios exemplos de como 0s nanomateriais

diferem de certos materiais com dimensdes macroscoépicas.

Um dos materiais de grande interesse tanto para a Nanociéncia quanto para a
Nanotecnologia € o grafeno. O grafeno nada mais é do que uma das inimeras
camadas que compdem a grafite. Um cristal de grafite com 1 mm de espessura
consiste de trés milhdes de camadas de grafeno sobrepostas
(empilhadas),unidas por interagbes intermoleculares. Dentre outras
propriedades do grafeno, podemos listar as seguintes: é um condutor
transparente, € flexivel e mecanicamente resistente. Eis algumas de suas
aplicacOes tecnoldgicas: fabricagdo de telas ultra-finas, flexiveis e sensivel ao

toque, nanofiltragem etc.

Uma das possiveis aplicacdes de nanoestruturas € na computagao quantica. A

construgdo dos chamados computadores quéanticos depende do uso de
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estruturas que se comportem ou que possam ser modeladas como um sistema
de dois niveis. A partir desse sistema de dois niveis, podemos obter os
chamados bits quanticos (ou qubits, espécie de abreviacdo para o termo em
inglés quantum bits), os quais apresentam certas vantagens em relacdo aos
bits classicos, por exemplo, em relacéo a criptografia (Nielsen, 2010). Podemos
definir um computador quéantico como sendo, um dispositivo que utiliza os
principios da mecénica quéantica para processar informagdo. O “paralelismo
quantico” é considerado como a principal vantagem de um computador
quantico. Este é fundamentado em uma das propriedades mais intrigante da
Mecéanica Quantica, a superposicao légica de estados distintos. Ao invés de um
ou outro, como na Ldgica Digital, um bit quantico abre a possibilidade de se
obter ambos os digitos, ou seja, representar 1 e 0 ao mesmo tempo. Os qubits
podem existir como uma combinacdo de todos os numeros de dois bits
possiveis quando se tem dois qubits, ou seja, podem existir simultaneamente.
Generalizando, uma colecdo de qubits poderia representar um empilhado de
nameros ao mesmo tempo, assim um computador quantico poderia processar

dados simultaneos (Melo, 2003).
Algumas das caracteristicas do computador quéantico séao:
» Armazenamento. Os qubits precisam ser armazenados por periodos de tempo

suficientes para completar computacdes interessantes.

* Isolamento. Os qubits precisam estar isolados do ambiente, para minimizar
erros por decoeréncia.
* Leitura. Os qubits precisam permitir sua leitura de forma eficiente e confiavel.

Para que as propriedades de materiais como esses se modifiquem €
conveniente, na maioria das vezes, introduzir um tipo de defeito topoldgico e

observar como a geometria influencia nas propriedades fisicas.

11



1.1 Defeitos Topolbgicos

Defeitos em cristais podem ser considerados como uma imperfeicdo ou
qualquer irregularidade na estrutura de sua rede periddica de atomos. Essas
irregularidades sdo classificadas de acordo com as suas dimensdes em
lineares, planares, pontuais, etc. Defeitos em linha, falhas de empilhamento e
regides amorfas em um cristal sdo exemplos de defeitos em cristais também

conhecido como defeitos cristalinos (Callister, 2002).

Sabe-se que certos sistemas quanticos na presenca de defeitos topoldgicos
tém suas propriedades fisicas alteradas (Netto, Chesman et al., 2008). A
descricdo de alguns desses sistemas com defeitos topoldgicos pode ser feita a
partir da chamada Teoria Geométrica dos Defeitos (TGD) em sélidos. Neste
formalismo os defeitos em meios elasticos sdo descritos por uma métrica nao-
Euclidiana (Kamien, 2002). No limite do continuo, a curvatura e a torcdo podem
ser associadas as “discordancias” e as “desclinagcbes”. A discordancia esta
associada a torcdo através do chamado vetor de Burgers, ao passo que a
desclinacdo esta associada a curvatura através do denominado angulo de
Frank (Furtado, Bezerra et al.,, 2001). Existem trabalhos na literatura que
investigam a influéncia do defeito topolégico nas propriedades fisicas de um
sistema mesoscopico bidimensional (Furtado e Moraes, 1999), (Marques,
Furtado et al., 2001). O espectro de energia, a magnetizacdo e as correntes
persistentes sdo algumas das propriedades fisicas que sédo afetadas pela

presenca de um defeito topoldgico (Netto, 2006).

As figuras 1.1 e 1.2 abaixo representam dois tipos de defeitos topoldgicos,

desclinacao e discordancia

Figura 1.1: Defeito Topolégico (desclinagdo) obtido através do processo de Volterra (Moraes, 2000)

12



Figura 1.2: Defeito Topoldgico (discordancia); A discordancia é formada ao longo da direcédo

perpendicular ao plano e associada ao vetor de Burgers de médulo b (Moraes, 2000)

A métrica que descreve 0 espaco na presenca de uma desclinacdo em

coordenadas cilindricas é (Moraes, 2000)

ds* = dz* + dr* + a®r*d6*  (1.1)

onde r é a coordenada radial, 8 a coordenada angular e z a coordenada ao

longo do plano definido (r, 8).

A metodologia para gerar uma desclinacdo é conhecida como processo de
Volterra (Puntigam e Soleng, 1997) (recorta e cola). Isto corresponde a extrair
ou inserir um angulo diedral (Angulo formado entre dois semiplanos de mesma
origem, ndo contidos num mesmo plano). O angulo formado pela figura 1.3 na

terceira etapa abaixo € definido como

Figura 1.3:Processo de Volterra (Netto, 2006)

13



y=2n(1—-a’) (1.2)

onde «a < 1 admite valores entre 0 > a > 1. Esta medida angular também é

conhecida como Angulo de Frank (Kamien, 2002).

Ja para o defeito linear do tipo discordancia representado na figura 1.2,

teremos a métrica descrita da seguinte forma (Moraes, 2000)

b
ds® = (dz +—d)* +dr* + r*dp’ (1.3)

onde o deslocamento entre os bordos do corte dirigido ao longo do eixo z € o
chamado vetor de Burgers de médulo b. Este defeito € também conhecido

como discordancia em hélice (Puntigam e Soleng, 1997; Moraes, 2000).

14



1.2 Sistemas Mesoscopicos

Um dos principais objetivos da pesquisa na area de Fisica da Matéria
Condensada € desenvolver materiais cuja estrutura deve ser definida com
precisdo, em nivel atbmico, para dota-los de propriedades e comportamentos
especificos para determinadas aplicacdes. Essa tarefa depende cada vez mais
e mais da atuacdo conjunta de técnicas sofisticadas que vao da preparagéo e
da caracterizacdo ao entendimento tedrico desses novos materiais. Neste
capitulo, abordaremos um modelo que permite descrever alguns tipos de

nanoestruturas, a saber, pontos quanticos, antidots, fios e anéis quanticos.

Sistemas quanticos que tém dimensdes maiores que a escala atdmica e
dimensdes menores a objetos macroscopicos, também pode ser chamados de
sistemas mesoscopicos (Netto, 2006). Sistemas como este tém despertado o
interesse dos cientistas devido a uma extensa gama de aplicagcdes. A seguir

citamos alguns dos principais exemplos de sistemas mesoscépicos.

Anéis Quanticos sao nanoestruturas bidimensionais caracterizadas pelo
confinamento de particulas (elétrons), de modo que, o movimento dos
portadores de carga seja em uma superficie cujo caminho seja uma
circunferéncia (Longhi, 2013). Sistemas como este sdo utilizados para estudo
de fendbmenos de interferéncia quantica em propriedades de transporte (Joibari,
Blanter et al., 2013). A propdésito, ndo sao novidade as investigacdes acerca do
comportamento ante ao fendémeno de interferéncia em anéis quanticos

metélicos e semicondutores (Levy, Dolan et al., 1990).

Pontos quanticos séo caracterizados pelo confinamento de particulas (elétrons)
nas trés dimensdes espaciais. Tais sistemas nos possibilitam desenvolver
diversos dispositivos eletrdnicos, bem como aumentar sua eficiéncia. Existem
varias técnicas de fabricacdo de pontos quanticos. Uma delas € o método de
crescimento pelo modo de Stranski-Krastanov (SK) que consiste na formacéo
de uma ou duas monocamadas atdbmicas com crescimento em duas dimensodes

(Kohmoto, Nakamura et al., 1999). Essa técnica produz pontos quanticos com
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otima eficiéncia Optica e a partir desta foi possivel construir dispositivos
optoeletrénicos, células fotovoltaicas, lasers de semicondutores, detectores etc.
Cabe destacar um fato interessante: a fluorescéncia em pontos quanticos
depende mais das dimensdes dos pontos do que do material que este é feito
(Gallardo, Martinez et al., 2010). Devido ao confinamento, vale acrescentar
ainda que os pontos quanticos possuem um espectro de energia discreto, o
qgue implica em energias bem definidas para o sistema tratado.

Para desenvolver pontos, fios e anéis quanticos as particulas devem estar
confinadas. Para isso, € necessario impor algumas condi¢des de contorno para
o sistema, em outras palavras, devemos ter um potencial de confinamento para
que a particula fique sujeita a um “aprisionamento”(Neto, 2011). A figura 1.4
mostra 0 movimento de uma particula em uma °‘linha fechada” a qual
denominamos de anel quéantico. Este modelo € usado para a descricao de
fenbmenos qualitativos relacionados com a estrutura eletronica de estados
confinados em anéis. No préximo capitulo, serd discutido um modelo tedrico

gue descreve a dinamica de uma particula numa superficie arbitraria.

t+z

Figura 1.4: Representagdo de uma particula se movendo em um anel quantico unidimensional
(Neto, 2011)

16



Capitulo 2

EFEITO DA DISTORCAO EM ANEIS QUANTICOS
2.1 Particula limitada a uma superficie qualquer

Aqui abordaremos um formalismo para a dindmica quantica da particula em
uma superficie imersa num espaco tridimensional, tendo por base seminal de
R.C.T. da costa (Da Costa,1981). Para iniciar, é interessante fazer uma breve
revisdo da dinAmica quantica de uma particula restrita a se mover em uma
superficie qualquer. Para isso, consideramos uma particula de massa m numa
superficie S de equacgdo paramétrica 7 = 7(q4,q,),onde 7 € o vetor posicao de
um ponto arbitrario da superficie. A regido do espaco na vizinhanca da
superficie § pode também ser parametrizada. Assim teremos a seguinte

eqguacao paramétrica:

ﬁ(QLCIz:%) = 7(q1,92) + 95N (491, q2) (2.1)

Figura 2.1: Sistema de coordenadas curvilineas (Jodo Philipe, 2010)

17



A Figura 2.1 representa a superficie descrita pela equacdo (2.1), onde
ﬁ(ql, q,) € o vetor normal unitario a superficie S e R o vetor gue representa a

distancia entre a origem o e 0o ponto Q. O valor da coordenada g5 para pontos
onde a equacao acima € nao singular equivale a distancia entre a superficie S e

0 ponto Q localizado no espaco de coordenadas (q4, 92, q3)-

A Geometria Diferencial nos permite relacionar o vetor posicdo com o tensor

metrico g;; e as coordenadas generalizadas (Struik, 1961). Sabe-se que

— 2 " ] = 12 22
gl} a l a ] ) l!_] ) ( . )
e
h;; = "ON i,j=1,2 2.3
) aql 6(1] ! L'] ! ( ' )

sdo, respectivamente, as componentes do tensor métrico da primeira forma

fundamental e os coeficientes da segunda forma fundamental desta superficie.

Sabe-se que g = det(g;;) € que h;; = hy;.

Por sua vez, o plano tangente a uma superficie descrita sob as condicdes
apresentadas possui derivadas do vetor normal igual a

—

ON or 2.4
aq; z Y 0q;

j=1

com q;; representando as componentes da matriz quadrada, que podem ser

escritos como fun¢éo da primeira e da segunda forma fundamental através das

equacdes de Weingarten (Struik, 1961), onde

1
11 = 5(912}121 — g22h11) (2.5a)
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1
a1z = E (h11921 — h21911) (2.5b)
1
Uz = E (h22912 — h12922) , (2.5¢)

1
Ay = E (h21912 — h22911) (2.5d).

De (2.3), (2.4) e (2.5) podemos escrever a seguinte relacao:

OR _ oF oN

e s+ gsem 2.6
dq; 0dq; Y q3aQi (2:6)

onde J;; é o delta de Kroneckerem que 6;; =1,sei=j ed;; =0,sei#j .E,

por conseguinte podemos escrever

2

oR E(a + )aF ,j =1,2 (2.7)
Eyl ij Q;j -—.,L]j=1, .
aqi A ij UCI3 061,- ]
j=1
oR = N( ) 2.8
945 = Nq1, 9> (2.8)

Na vizinhanca de S as componentes do tensor métrico covariante sdo dadas
por

dR OR
GU=G =

= =123 (2.9)
7t 0q;0q;

Este é o produto escalar usual em R3. Podemos notar que Gs; = ||N(q1,q2)||2 =
1, pois N € unitario.
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Usando (2.7) e denotando a matriz transposta pelo subscrito superior
T,ficamos com:

22: 5 OF o 97 oF o 0F 0F
ilaql jkaqk ailq3aql jkaqk ilaql jkqsaqk

Lk=1
or or
25— 08: —— 2.1
ou ainda,
Gij = gij + [ag + (@g)"]ijq3 + (aga™) ;95> i,j =1,2 (2.11)

onde Gi3=G3 =0 ,i=12; G33=1 ij=12

Abordaremos agora o tipo de confinamento que limita o movimento de uma
particula a superficie ora descrita. Consideremos o potencial V = V;(q3) que
depende somente da coordenada espacial, onde 1 é uma incerteza minima,

segundo a qual medimos o limite do potencial:

O,CI3:0

o0, q % 0 (2.12)

lim V3(q3) = {

Podemos imaginar o potencial do tipo oscilador harmbénico dado por V;(g3) =
%mlzqf, onde A funciona como um parametro que indica o quao forte é o

potencial V;(q5;) (Dacosta, 1981). Por sua vez, e nestas condi¢des, a equacao
de Schrodinger dependente do tempo, relacionada a dindmica do sistema é
dada por (Sakurai, 1994).

h” Ve +V —'haw 2.13
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onde V2 é o operador laplaciano, ¥ a funcdo de onda associada a particula, m
a massa da particula, V a energia potencial no qual a particula estd submetida
e h é a constante de Planck h dividida por 2m . Através dessa equacdo,

podemos atingir o objetivo desejado. Antes de irmos para o desenvolvimento
da equacao, € importante destacar a seguinte relacao,

1 0

Vz_raql <\/—( )Ua ) (2.14)

Em que G € o determinante do tensor métrico, ou seja, G = det (G;;). Esta
expressdo € conhecida como operador laplaciano, ou simplesmente,
laplaciano,  escrito em  coordenadas curvilineas (g1, 4zj, q3js -+ nj;
qi1, i2» i3, - Qin)- Substituindo a expresséao acima na equagéo de Schrodinger

(2.13) teremos

n

h? 1 0
2m £ /G 9q;
,j=1

<\/E(G)U aa—:f_> + VY = ih% (2.15)
]

Neste trabalho, iremos nos restringir a um numero finito, e igual a trés, de
coordenadas generalizadas. Levando em conta a energia potencial denotada

na equacao (2.12), a equacao acima toma a forma:

23
h 1 8 P

~7m 2. Tada (\/_(G)Ua >+V,1(q3)1/)=ih§ (2.16)

,j=1

Ao substituir a relacéo (2.12) em (2.16), podemos dividir o laplaciano em duas

partes:

h? h? (0% 0
o (%"Zz:%)’l’_%(aq +_(l \/_)_>+VA(Q3)1/) lh_lp (2.17)
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A parte denotada por D(q4,92,93), na relacdo (2.17), representa o operador
laplaciano que descreve a superficie em questdo, dada pelos termos i,j = 1,2
e a segunda e terceira parcela é a parte normal a superficie definida pelos

termosi =j = 3.

Neste momento, estamos interessados em encontrar uma funcédo de onda da
superficie, que dependa somente das variaveis g, eq, . Por essa razéo

podemos introduzir uma nova funcéo de onda X, tal que,

X(91,92,93) = X¢(q1, 92, ) Xn (g3, t) (2.18)

A relacdo acima separa a funcdo em dois fatores, uma que depende somente
das coordenadas (qq,92) , que por sua vez, representa a superficie
bidimensional, e outro que depende apenas da coordenada g, que representa
a coordenada ao longo da normal. Os subscritos t e n que aparecem na relacéo
acima fazem mencdo a tangente e a normal, respectivamente. Ou seja, a
situacdo aqui representada corresponde a uma superficie bidimensional imersa
em uma superficie tridimensional. De forma mais geral, temos uma superficie

de dimensdo N imersa em uma superficie de dimensdo N+1.
Continuando nossa descricdo quantica do sistema, a probabilidade de
encontrar a particula numa determinada regido de area dS, nas proximidades

de (q1,92) em um dado instante t da superficie, € escrita por

1X:(q1, g2, )1%dS (2.19)

Podemos, também, definir a probabilidade de encontrar a particula entre

qs e q3 + dgz em um dado instante t, como sendo,

1 X (g3, 0)|%dqs3 (2.20)
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Para obter a probabilidade dP de encontrar a particula em um volume dV nas

proximidades de (q4, g5, g3) €m um dado instante t faremos

dP = |Y(q1, 42, q3, t)|2dV (2.21)

O elemento de volume dV escrito em termos das coordenadas (q4,92,93) €

dado pelo produto misto,

dV—Kaﬁxaﬁ> aﬁld dq,d (2.22)
aql aqz 'aq3 ql q2 q3 "

Podemos ainda reescrever o elemento de volume substituindo as relacdes (2.8)

e (2.9) em (2.22), Assim ficamos com

dV = f(qli q2, Q3)deCI3 ) (223)

onde dS & dado pelo produto vetorial e a funcdo f(qq,q., q3) € escrita

como(Dacosta, 1981);

f(q1,92,q3) = 1+ q3Tr(a) + gidet(a) (2.24)
em que Tr(a) € o traco da matriz a;;.
Ao substituir a equacéo (2.23) na equacgao (2.21) temos,

dP = |Y(q1,92, 93, )1 (91,92, q3)dSdq; (2.25)

Isso nos permite, através da relacao dada em (2.18), fazer uma transformacéo
do tipo

¥(q1, 92,93 0) = [F (41,92, 95)]” /2X(q1, 42, q3) (2.26)

Podemos, portanto, substituir a equacéo (2.18) na (2.17) o que nos leva a
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hz X h2 azl/) 1 af 2 62f
Lo B L e

—'haX 2.27
=ih—= . (2.27)

A condi¢do imposta pelo potencial dado na relagdo (2.12) nos mostra que, a
funcdo de onda nas proximidades de g; = 0 tera um valor infinitamente préximo
de zero, porém consideravel. Assim, fazendo q; » 0 exceto em V,(gq;) na

equacao (2.27), ficamos com

2
h2 10 b (2 ’
. VG 04, (” )”£>_% 577 (e)] ~ der(e)
h2 aZX 0X
“omaqz T MaX =gy &2

Como o segundo termo da expressao (2.28) depende somente dos coeficientes
da equacdo de Weingarten (Struik, 1988), que define a superficie, cujas

coordenadas séo (q4,q,) , podemos definir

V.(q1,92) = —— [2 Tr(a”)] det(a”) (2.29)

como o potencial da superficie. Este potencial pode ser escrito como fun¢éo da
curvatura gaussiana e da curvatura média, denotados respectivamente, pelas

letras K e M, onde

1
K =kik, = Edet(hij) curvatura Gaussiana (2.30)

1 1
M = E (kl + kz) = E (g11h22 + g22h11 - 2g12h12) (Curvatura médla) (231)
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Sendo k; e k, as curvaturas principais

Dai,

2 2

h h
Vs(q1,92) = —%(MZ -K) = —%(h — ky)? (2.32)

Podemos agora fazer uso da relacéo (2.20) para separar a equacao (2.30) em
duas equacdes, ou seja,

h” L 0 VG(6) 0X, Ve(qy,92)X; = T 2.33

zm \/anl l]aqj s\q1, 42 t =1 at ( . )
L]=

h” aZX"+V( )X, = 'haX” 2.34

As equagOes (2.33) e (2.34) descrevem o comportamento da particula na
superficie, porem a equacdo (2.34) € apenas uma equacao unidimensional
para uma particula de massa m sujeita ao potencial, que € menos interessante
agui. JA a equacao (2.33) descreve a dinamica da particula confinada a
superficie, tornando-a mais interessante por implicar a possibilidade de se
obter estados ligados na superficie como consequéncia apenas da variacao da

curvatura com a posicao. (Braga, 2011).
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2.2 Particula limitada a uma curva fechada

Partiremos agora para a descricdo do comportamento de uma patrticula restrita
a se mover numa curva fechada e distorcida sob a influéncia de um campo
magnético uniforme. A abordagem feita aqui sera ligeiramente diferente do
formalismo proposto no artigo (Da Costa,1981), mas o resultado obtido tera as
mesmas caracteristicas. Com a finalidade de analisar algumas propriedades
desse sistema, tal como, a influéncia da distorcdo no espectro de energia de
um anel quantico, os pesquisadores, desenvolveram um modelo tedrico no qual
podemos identificar tais propriedades. A abordagem feita aqui tem por base o

paradigma apresentado no artigo ( Pershin e Piermarocchi, 2005).

Consideremos inicialmente um elétron em um movimento estacionario com
massa efetiva u restrito a se mover numa curva fechada no plano sob a
influéncia de um potencial geomeétrico V, ,onde y representa a largura

caracteristica de 1}, como mostrado na figura abaixo

Figura 2.2: Anel Quéantico Distorcido ( Pershin e Piemarocchi, 2005)

A figura 2.2 mostra um anel quantico distorcido que consiste de um longo
seguimento de raio r; € outros trés seguimentos curtos de raio r, com [ =

2B +a)r, e L = (2 — ¢)r; + L representando 0s respectivos comprimentos de
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arco que delimita cada regido. A relacdo entre «,f e ¢ pode ser expressa da

seguinte forma (Ver Apéndice A)

sen (%) (ry — 1)

=2 =9 + a 2.35
a = 2arcsen 2, , ,8—2 > (2.35)
O valor minimo de r, para um dado r; e ¢ €, portanto, (Ver Apéndice B)
, sen 2)r
min _ (p/2)r (2.36)

A 2+ sen(@/2)

Para determinar a dindmica da particula quando um campo magnético externo
B € aplicado perpendicularmente ao anel, utilizamos a equacéo de Schrodinger

independente do tempo dada por,

—(ﬁ——/f) Y+, = Ey (2.37)

onde p, A==[B,r], e, c, e E sdo respectivamente, o operador momento

N |-

associado a particula, o potencial vetor, a carga elementar da particula, a
velocidade da luz e a energia total do sistema. Devido ao fato do sistema
assumir um alto grau de simetria, podemos considerar constante o potencial
vetor, ou seja, consideremos a transformacao de calibre, tal que Div(/f) =0

(L.D.Landau, 1977b). Assim reescrevemos a equacao acima como

1 - 2
—(—hzvz - ZSA.ﬁ + (;)

” AZ) Y +V, = Ep (2.38)
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Considerando um sistema de coordenadas ortonormais (s,q), com s O
comprimento de arco e g a coordenada ao longo da normal n(s) a curva C, a
equacao parameétrica para um ponto nas vizinhancas de C pode ser descrita

pela expresséo
R(s, q) =7(s) + qi(s) , (2.39)

onde #(s) é o vetor posicdo e funcdo do comprimento de arco.

Admitindo que o potencial V, dependa somente da coordenada g, podemos

considerar a seguinte condicao de contorno:

0, <
% (q) = { . 'l‘;'l Zyy (2.40)

Antes de voltarmos a equacéao (2.38), iremos definir o operador momento p e o

operador laplaciano V72, respectivamente por

_ho be _1010 10h0 at
P=7 ¢ V54T 1 a5has | haqaq (241)

com h=1-k(s)g representando o fator de escala para o sistema de

coordenadas adotado e k(s) = L, acurvatura total da curva C.

()’

Retornando a equacéo (2.38) e substituindo a relacéo (2.41) ficamos com

hodshds hadqadq

1 [ h2(1616 16h6) eAFIV_l_eZAZ] VG = E 542
2m ci = |Vt =Ep  (242)
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Para resolvermos a equacgao acima, iremos fazer uma mudanca de variavel,

cuja transformacao é feita através de

X(s,q) = v (2.43)

Vh

A nova funcéo de onda, escrita na relagdo acima, permite que a equacao (2.42)
possa ser resolvida utilizando o método de separacdo de variaveis (Machado,
2012). Faremos aqui, 0 mesmo procedimento feito no artigo (Shevchenko e
Kolesnichenko, 2002). Neste artigo o0 autor considera uma pequena
perturbacdo devido ao fato da particula se encontrar nas proximidades do fio
quantico. Considerando apenas o termo de ordem zero na expansdo, podemos
encontrar uma solugcdo em que y,; dependa somente de q e y; dependa

somente de s. Calculam-se as derivadas parciais da expressao

(s, q) = Ye(@i(s) (2.44)

e substitui-se na expresséao (2.42). Assim, obtemos as seguintes equacodes

_hZ azlp
%W; + V. (q) = Eq, (2.45)
—h? 92
%% —uo(s) = Ep, (2.46)

onde, u, = b ;f) € a energia potencial ( potencial efetivo) que depende da

curvatura de C.

A equacdo (2.45) depende somente da coordenada q e a equacao (2.46)

depende somente da coordenada s . A primeira equacdo descreve o0
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confinamento transversal do elétron no anel dependendo somente do potencial

V,, ja a segunda, descreve o movimento longitudinal do elétron no anel e
independe do comportamento do potencial V,, mas depende de u, que € o

potencial efetivo, que aparece devido a curvatura de C.

E interessante observar, que o potencial vetor ndo aparece explicitamente no
hamiltoniano devido a transformacéo de calibre Div(A) = 0,mas é inserido no

calculo através da condicao de contorno do fluxo modificado.

W) _ () in(2)

= 2.47
ds ds ( )

b0 = p()e ™)

E facil observar, que o termo mutiplicativo na relacéo (2.47) é um fator de fase.
Este fator ndo altera as propriedades da funcéo de onda (L.D.Landau, 1977a).

Além disso, as funcbes de onda estdo conectadas em Y,(l) = Y,(1),

al’:;s(” = al’:s(”. Portanto, podemos dividir o sistema em dois segmentos: um na

regido 0 <s <l eoutronaregidol <s <L .Assim, a equacao (2.46) pode

ser reescrita, respectivamente como

—h? 0%y,

EF — U, = EjYq para 0 <s <l (2.48)
e

0%, _

mﬁ = ll/JZ para I<s<L (249)

As equacdes (2.48) e (2.49) descrevem a dinamica da particula para uma dada

regido. Aqui é importante lembrarque | = 28+ a)r, e L = 2n — @)1y

A solucéo geral das equacdes (2.48) e (2.49) séo:
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P, = be*15 + pye~tas (2.50)

P, = c,e2s + ¢, thas (2.51)

onde k; = \/(Zm/hZ)(El +uy), k, =+/2m/h%E, e by, by, c; e c, SA0 constantes a

determinar.

Agora, 0 nosso problema é obter a expressdo para o espectro de energia, tal
que as funcdes de onda satisfacam as condi¢cdes imposta em (2.48) e (2.49).
Para tanto, como as funcbes de onda estdo conectadas, é conveniente
encontrar a equacao transcendental (Szelag e Szopa, 2008). Para isso utiliza-
se 0 método da matriz transferéncia (Pereyra e Castillo, 2002) e a partir dai,

encontramos o espectro de energia, sendo expresso por

[0} ki k,
2cos (Zn —) + [— + —|sen(k)sen[k,(L — )]
P ky  ky

— 2cos(kql) cos[k,(L—D] =0 (2.52)
para E; > 0, e
2 (2 Cp)+[k1 " | seni, D senhk(L - D]
cos nd’o P sen(k,l)senh[k( )
— 2cos(kql) cosh[k(L—-1D] =0 (2.53),

para —U, < E; < 0,onde k= —ik, = \/(Zm/hz)(—El) com @, = he

Cc
e

A distor¢cdo no anel causa um notavel efeito no espectro de energia do sistema.

A razao f que aparece nas equacdes acima (2.52) e (2.53) o fluxo Aharonov
0
(Aharonov e Bohm, 1959). Observando a Figura 2.2 podemos verificar que
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L=Q2mn—¢@)r,+1 é o comprimento total da curva C, =28+ a)r, € 0
comprimento total dos trés segmentos e U, € o potencial efetivo constante que
depende da curvatura de C. O potencial efetivo u, expresso na relacdo (2.48),

também pode ser expresso em termos dos raios r; e r, como,
h? /1 1
Uy = -— <—2 - —2) (2.54)

Os niveis de energia calculados em (2.52) e (2.53) para anéis distorcidos como
uma funcdo do fluxo magnético pode ser observado em um gréfico
representativo no artigo de Pershin e Piermarocchi, 2005. Neste artigo, também
€ visto como os raios r;e r, influenciam na curva do espectro de energia em
funcdo do fluxo magnético. O grafico traca a curva que expressa como a
energia do sistema varia com o fluxo magnético para valores distintos da razao

entre os raios r; e 1.
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Capitulo 3

EFEITO DA DISTORCAO E DA TOPOLOGIA EM ANEIS QUANTICOS

3.1 Dinamica quantica da particula em uma superficie cilindrica

Nesta secéo, iremos investigar a dindmica quantica de uma particula movendo-
se em uma superficie cilindrica. Para isso consideramos inicialmente uma
particula restrita a se mover numa superficie qualquer, cujo sistema de
coordenadas generalizadas (q,,q5,q5) define o espaco, conforme a figura

abaixo:

qz

Figura 3.1: Particula se movendo em uma superficie arbitraria.

O sistema de coordenadas foi escolhido de tal forma que:

q: Seja a coordenada normal a superficie.
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q, seja acoordenada ao longo da superficie sendo ortogonal a q; € gs.
qs; seja a coordenada paralela a geratriz da superficie.

A métrica que descreve o espaco ora descrito é dada por:
di?> = dq,* + [1 + k(q2)q:1]°dq,* + dgs* 3.1

onde k(q,), a curvatura lateral da superficie, € funcéo apenas de g,.

Entdo, podemos escrever
hl = 1, hz =1 + k(‘lz)‘h = h ) h3 =1 (32)

como os respectivos fatores de escala em coordenadas generalizadas (Boas,
2006).

Passemos a formalizacdo da descricdo acerca da dindmica quantica de
particulas neste tipo de sistemas. Para isso, consideremos um elétron com
massa efetiva m confinado pela presenca de um potencial V(q;) numa
superficie qualquer S. Um campo magnético Bé aplicado perpendicularmente
a direcao do plano expandido pelos versores associados as coordenadas g, €

q, paralelamente a gs.

Para tal sistema, a equacdo de Schrodinger independente do tempo tem a

forma;

1 /. e »n?
= (p——4) v+Vy =Ey (33)
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onde p = —ihV é o operador momento do elétron, A=Z[B,r]é o potencial

N | =

vetor e V(q,) é o potencial geométrico de confinamento. Vale lembrar que a
partir daqui utilizaremos, na descricdo da dinamica do sistema, a equagao de
Schrédinger independente do tempo, uma vez que estamos interessados em
estados estacionarios do sistema. Podemos ainda reescrever a equacao (3.3)

como

1 e e?
o (—h2\72 -2 EA' p+ FAZ) U+ V(q)U =Ey (3.4)

. e , .z X
A fim de facilitar os calculos, faremos uma mudanca de variavel ¢ = N tal que

X seja funcdo de (g1, 92, q3). Assim,

1 - e  €? X X
—(—h v —ZEA.p+gA2)— +V(q)—= =E

— N N (3.5)

Sl >

X

\/ﬁ) teremos

Resolvendo apenas o operador Laplaciano 72 (

() -t Gl B B bR o

Para facilitar os céalculos, iremos dividir o Laplaciano em trés partes:

1° Parte

()
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) x

3
(Xh_l) h_% 0X h20h
0q, 2 0qy
_3 _3 2
0 [h 0 (Xh_%)]—h 2 0h 6X+ %62X+h 2(6h>
dq: L dqq 2 0q,0q, a‘hz 4 \0q,
h 2 0h 0X
2 0q10qq
1 _5
190 [ 0 (X)]_h 2 0h 6X+ _%62X+h 2<6h
hdql 0q, \Wh 2 0q,0q, dq,> 4 \oq,
h 2 dh 0X
2 0q,0q
2° Parte
1907010
hdq,hdq,
FURIS
992, \Wh 0q;
3
0 (Xh_% _% 0X h 2 o0h
0q; 2 0q,

(3.7 b),

(3.7 ¢),

3
h™29%h

2 0q?

(3.7 e).

(3.8a),

(3.8 b),

(3.8¢),
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5 7
o1 d (X)]_ 3h72 Oh ax+h_%azx+5h‘z<ah>2
0q; Lhdq, \Wh 2 0q;0q; 0q; 4 \dq,
5 5
h™20%h  h7z 9h OX
2 9q; 2 0q;0q;

(3.84a),

7 9 7
107010 /X 3h72 0h 90X  _50%°X 5Sh™2/0h\° h™292h
ol =~ s o )
hdq, lhaq, \\h 2 0q;0q; 0q; 4 \dq, 2 dq;
h™2 dh 90X 38 e)
2 99,04, o

3° Parte

De forma anéloga a equacdao (3.7€) teremos

3 5 3
10 [h ) (X)] _hz0h 90X  _10°X h-z<ah)2 h™2 9%h
043

—)|=—=5——+1n"2 + —X
hdqs vh 2 0q30q; 0q3° 4 \0qs; 2 0q5°
h™2 0h 0X
- (3.9).
2 0q50q;

Logo, devido a (3.7e), (3.8¢e) e (3.9) a equacdo (3.6) fica

3 5 3 3
. ( X) _ h™2 0h 0X N _% 02X 4 h_f(ah )2 h_fath h™ 2 0h 0X
Vvh 2 0q,0q, a‘hz 4 \0qy 2 a‘Zf 2 0q,0q;

7 9 7 7
3h72 0h 9X | _50%X 5h‘i(ah )2 h2 aZhX h"Z Oh 90X .\
2 0q2 2 0q,0q,

———+h +
2 0q,0q; dq; 4 \dq,
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3 5 5 3
Rz 0h 0X  _102%X h2<ah> h™z92%h

———+h 72—+ ———
2 0q30q; aqrf 4 \dqs 2 6q§

_hsorof (3.10)

Mas, devemos também escrever o operador momento p para este sistema de

coordenadas cilindricas como

p = —ihV (3.11 a),

5 'h(a 10 a) (3.11b)

=l y 7. ) . )
P 9q, h g, 3q;

=00 ()= (@ i (Dawlm) om0

5
X h zahX 39X _h72 6hXh_%aX
dq; 2 dq, ' 0qs

- ——X) (3.11 d).
De (3.2), podemos obter as seguintes relagdes;

oh 9%h
0q, 0q,°

=0 (3.12 a),
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oh 0k 0%h

_— = k,( ) e - = k”( ) (312 b),
g, _ 04, q1 q2)q1 7 a2)q:
oh 0 0%h 0 (3.120)
_— e = . C).
043 a%z

Considerando as relagbes acima, escrevemos o0s operadores laplaciano e

momento, respectivamente, por

l X )=n> LSS PR TR L i ST PR
7 9
hz o S5h2 2
- k'(@daX +——X [k'@)a:]"x (3.13)
e
5= —in| h2 X h_ik( )X X 2 K'(q2)q:. X X (3.14)
= -l 5. 5 ) 5. 45 ) 5 .
p F > q: 94, ) q2)q1 945

Substituindo as relacdes (3.13) e (3.14) na equacédo (3.5),e denotando o

potencial vetor por 4 = (4,,,4,,,44,) , teremos:
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o Y P L A S LI L Lo 3"
2m 9q,” 2% 09 04, dqs* 4 12
h_Z Sh_2
2 2
_Tk”(QZ)qlx +T[k'(q2)‘h]2x
3
w2 aa ) (X e ax, X
C q174%qz2“%q3 )" aql 2 qz2)4, aqz
5
"2 i aan, B2 aX) i
2 q:)q14, aq3 C2 \/ﬁ di1 \/E
=E X (3.15)
N 15).
Multiplicando a equacdo acima por vh teremos:
1 9*X 0X 0°X 0°X h?
—{—h?|— — 2h7 3K’ — + h2 + + k ¢
Zm{ [afhz (32) a1 94, 94,2 " 9q52 ) [k(g2)]
h~3 —4
—Tk”(CIz)ChX + 1 [k’(CIz)‘h]ZXl
20 a0 (K- kgx,
C q1’“7qz’**qs ): dq, 2 az)4, aq,
h™% 0X e?
——k(q)q: X,— || + 5A* X+ V(q1)X = EX (3.16)
2 dq; C
E facil verificar na equacéo acima (3.16) que
0X ( 0X 0°X oh 0X 02X 0X
— | h™2 —) =h"? —2h 3 ——=h"2— -2h%K'(q.) 1 =— (3.17
A T A I T P T Wiige, G1D

Para resolvermos a equacéo (3.16), faremos a mudanca de variavel tal que,
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X =Xu (3.18)

onde,

u = exp [l— f Ay (01,92, 93)dqy’ (3.19)

Neste trabalho, iremos analisar a o movimento de uma particula em uma
superficie. Por isso, sera tomada a secdo transversal da figura 3.1, cujas
coordenadas que definem tal superficie sdo q; e q,. Assim, podemos tornar a
coordenada g; sem efeito para o potencial vetor, o que implica em 4,, = 0.

Dessa forma, podemos reescrever a relacao (3.19) por

q1

e
u=expic- [ Aq (@ adar (3:20)
0

Para encontrar a nova equacdo em termos de X, devemos calcular as
derivadas de (3.18) e (3.19) em relacdo as coordenadas q; € q,. Derivando a

equacao (3.18), obtemos

0X o(Xu) _ou  0oX

= =X +u (3.21 a),
0q, 0q, 0q, 0q,
92X *(Xuw) 0 ()? au) N 0 < 6)?) (321B)
= = u . )
dq:>  0q,®  0qi\ 0qy)  9q \ Oqy
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9°X  0*(Xu) 09X ou % 0*u N ou 0X N 02X (3210)
= = u 21 ¢).
aqlz a‘hz 091 0q4 a‘hz 091 0q4 6q12

Analogamente, para as coordenadas g, e g3, temos

0X G(Xu) 7 Ju 4 oX (3.22 @)
= = u 22 a),
99, 09, 04q; 99,

92X  9*(Ru) 9 ()? au) N 0 ( 6)?) (322 b)
= = u . ,
aq,* aq,* dq2 \ 0q 9q; 99
9’X 0*°(Xu) 90X ou _0*u oOu 90X 02X
= = +u— (3.22¢).

= = + X +
6q22 aCIZZ 09, 0q; aCIZZ 042 0q; 09,

X oX _ 0 oX
= (u)=X u+u (3.23 a),

043 B 043 0q3 043

9’X  9*(Xuw) 9] (X, au> N d < a)?> (3.23b)
= = u . ,
dq5° dqs* dqz \ 0q3 dqs dqs
2 2y 74 2 74 2y
0°X 0°(Xu) 0X du _ d0°u Ju 0X 20X
= = + u > (3.23¢).

= = + X +
a%z 6%2 043 0q; a%z 043 0q; dqs

Da equacéo (3.20), obtemos
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u e

a—ql = iaAql(ql,qz).u (324 a)
0%u e ou 044,(q1,92)
=i—|A - 24 b
a‘hz lhc l ql(ql, a2) g, T g, (3 )
o _ f A, (41 q,)dq,’ (3.24 ¢)
aqz hca q- ql(ql 'qZ) q1 . c),

(3.24 d).

ou e 0A ,
o _ it ql(‘h QZ)fdl

aq, - hc daq,

Para garantir que a particula se movimente somente na superficie do anel, ou
seja, ao longo da coordenada longitudinal g,, faremos na equacéo (3.2) g, — 0,

consequentemente, h — 1. 1SS0 nos permite escrever

du

ﬁ =0 (325 a),
2

0*u

Pk 0 (3.25 b).
2

Assim, a equacao escrita em (3.16 ) fica:
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1 { hz[@f( 6u+)?62u+ ou a)?+ 62)?+0)? 6u+X.62u

—— u

2m 041 0q, a‘hz 041 094 a‘hz 09, 09, a‘hz
ou 0X 0°X o0X ou . 0*u ou 90X %X

+ + u + +X + + u
09, 0q; OQZZ 043 043 a%z 043 043 a%z

e )]le
4 q:

N zeih l(A 4 <)? ou N 0X 1k( VR % ou N 6)?)]
— A )| X—+u ——5 u, X—+u—
¢ hard 0q1 dq; 2 1 09 94

2

e? _ -
+ gAqu} + V(q)Xu = EXu (3.26a)

ou ainda

1 { hzl 02)?+ 02)?+ 02)?+6)? 6u+).(.62u+ ou 90X
—{— u u u
2 aq32 041 094 afhz dq, 09,

2

e - - -
+ EAZ Xu} + V(gq1)Xu = EXu (3.26 b).

Podemos separar a equacéo (3.26 b) em trés. Para isso consideremos X como
o produto das funcbdes 2(q,), I'(q,) e W(g3), ou seja

X(‘h» q2,q3) = 2(q)I'(q2)W (q3) (3.27)

Aqui 2 depende somente da coordenada q,, I' depende da coordenada g, e W
depende da coordenada g;. Calculando as derivadas primeira e segunda da

relacdo (3.27) e logo apos substituindo na equacéo (3.26 b), ficamos com as
trés equacg0es diferenciais
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h? dZW(%)

m dq§ = E;W(q3) (3.28)
h? d*0(q,)
Tom dg? + V(q1)2(q1) = E02(q,) (3.29)
h? d?r(q,) dr(g,) 1 _, 5 eh 04
5 dq? l%qu a7, —%h [k(q2)]°T'(q2) — ﬂ 0q1 rq,)
h 2
+i m Aqlk(CIz)F(CIz) + qu I'(qyx) = E,I'(q2) (3.30)

onde E = E; + E; + E; representa a energia total do sistema. Os subscritos ¢, L
e 3 fazem aluséo, respectivamente, as componentes tangencial, longitudinal e

a componente perpendicular ao plano (g, q,).

As equacbes (3.28) e (3.29) tem solucdes andlogas a de um oscilador
harmbnico classico (L.D.Landau, 1977b). Aqui estamos interessados em
determinar a solucdo da equacédo (3.30) que descreve o comportamento da
particula ao longo da coordenada longitudinal. Entdo, para simplificar, faremos

uma substituicdo da forma

qdz

F@) = e |iz= [ Aq(@)dar'|F(a) (331)
0

Esta substituicdo nos permite escrever a equagéao (3.30) como
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h? d?F(q,) 1 _ eh 04, . eh 04, .
__—__hz 21—. e Q2F I N ‘hr
om dq% 8m [k(q2)]1°I'(q2) lch 94, (q2) lZmC 34, (q2)
~eh _ .
+ lﬁAqlk(qz)r(qz) =E;I'(q2) (3.32)
Utilizando o Gauge de Coulomb
Div(A) =0, (3.33)
podemos concluir que:
19(hA 10 /A 10(hA
DLU(A)=— ( CI1)+_ (£)+_ ( 513)z
h 0J0q hdq, \ h h 0q;
04, 04, 04,
g, aq, dqs 20 ( )

pois h = 1

onde o termo k(q;)A,, que aparece na expressdo acima €& desprezivel devido

ao fato da particula esta na superficie do cilindro. Logo, a equacéo (3.32) fica

1 ~ -
sz %hz[k(%)]zr(%) =E.I'(q2) (3.35)

Finalmente, encontramos a equacdo que descreve a dinamica da particula ao
longo da coordenada generalizada q,. Definindo as coordenadas (g4, 92, q3)
para uma superficie cilindrica, teremos:
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a1 = q, (3.36a)
42 = s, (3.36b)

43 = 2, (3.360)

onde g, € a coordenada normal a superficie, g, € a coordenada ao longo da
superficie sendo ortogonal a q; e q; (comprimento do arco s ) eq; é a

coordenada paralela a geratriz da superficie, perpendicular ao plano (q4, q,).

Assim, reescrevemos a equagao (3.35) como,

o 2 WIPI(s) = EF(S) (337)

Esta equacdo possui a mesma forma que a equacao (2.46), e, através desta
equacao, podemos descrever a dinamica da particula ao longo da coordenada
longitudinal a superficie (comprimento do arco denotado pela letra s). Antes de
resolvermos a equacao acima, faremos, na préxima secdo, uma breve
descricdo da curvatura total de uma superficie k(s) em termos de uma
desclinacédo a', e logo apds, buscaremos uma expressdo para o espectro de

energia de um anel quantico distorcido na presenca de uma desclinagéo.
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3.2 Dinamica quantica da particula em uma superficie cilindrica distorcida
na presenca de umadesclinacéo

Nesta secéo, iremos investigar a dindmica quantica de uma particula movendo-
se em uma superficie cilindrica distorcida na presenca de um defeito topoldgico
do tipo desclinacdo (Puntigam e Soleng, 1997). Contudo, iniciamos este
procedimento com a determinagdo da curvatura em fungdo da desclinagéo. A
Curvatura Gaussiana e a Curvatura Média (Boas, 2006) de uma superficie

bidimensional embutida no espaco sdo definidas, respectivamente, por

e
1 1
com
k0
g = (O k2> (3.40)

onde k, e k, sdo as curvaturas principais.

A curvatura total € dada pela diferenca

H*—K (3.41)

Para a superficie cbnica em questdo, temos as expressdes para a curvatura

gaussiana e a curvatura média da superficie como (Filgueiras e Moraes, 2008),

K = (1 _,“’)@ (3.42)

a r
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1 _ alz
H="5—— (3.43)

coma’ € (—1,1),a’ # 0 representando a desclinagéo, r o raio de curvatura, e
6(r) afuncéo Delta de Dirac (Boas, 2006) definida por

0,ser+20

0, se 7 =0 (3.44)

Mﬂz{

com

f S(rydr =1 (3.45)

A curvatura Gaussiana K é zero para r # 0 (Inomata, Junker et al., 2012).
Assim, usando como referencia 0 modelo exposto em um dos artigos de

(Dacosta, 1981), podemos concluir gue a curvatura total da superficie é

., [k(s)]?
==

(3.46)

onde o termo do lado direito da igualdade equivale a curvatura total da
superficie. Substituindo (3.43) em (3.46) obtemos

2

<m> LION (3.47 a),
2ar 4
1—-a'? _ [k(s)]?
Lo _ (ke (3.47 b),
) 1;,61’2 (3.47 ¢).
a'r
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paraa’>0er > 0.

Podemos interpretar geometricamente a desclinacdo através do processo de
Volterra (Puntigam e Soleng, 1997; Moraes, 2000), na qual é dividida em trés
etapas mostradas na figura 1.3. Podemos também observar que se a' for
negativo, devemos ter —1 < a’ < 0, representando a retirada da estrutura, e, se
a' for positivo, 0 < a’ < 1 teremos a insercdo da estrutura. Portanto, a relacdo
dada na equacdo (3.47c) nos permite calcular a dimensdo do defeito
produzido. Porém, neste trabalho consideramos que «' admita apenas valores
positivos. Dessa forma, € facil verificar, que se o angulo diedral (angulo
formado por dois planos concorrentes) mostrado na relacédo (1.2) for igual ao
angulo produzido pelo processo de Volterra, como mostra a terceira etapa da
figura 1.3, entdo o comprimento de arco da regido complementar da figura, ou

seja, de um circulo sem a fatia é

s =2na'r (3.48)

Entdo, da expresséo (3.47 ¢) podemos expressar a curvatura como:

2my/ 1 — a'?
ki) = (3.49)

Assim, o resultado para o potencial efetivo constante pode ser expresso em
termos do defeito topoldgico (desclinacdo) como

Uy = (3.50)

2
. [271\/1 —~ a’zl

8m S

Podemos observar na relagdo acima, que a presenca do defeito (desclinagéo)
diminui a energia potencial. Este potencial efetivo constante aparece sempre

gquando tentamos investigar a dinamica da particula em um espago com
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curvatura total diferente de zero. Nota-se que enquanto a’ atinge seu valor

maximo, isto é, a’' - 1, a energia potencial tende a zero.

Podemos também observar que, se U, = 0 teriamos a particula se movendo
livremente na regido 0 < s < [l. Isso significaria que ndo haveria perturbacdo
que interfira no movimento da particula ao longo da coordenada longitudinal.
Entdo, podemos dizer que o defeito topolégico controla a intensidade do
potencial. Em outras palavras, podemos aumentar ou diminuir a intensidade do

potencial U, na medida em que variamos o valor de «'.

Agora 0 nosso objetivo é encontrar 0os autovalores (espectro de energia) de um
anel quantico distorcido na presenca de um defeito topolégico (desclinacéo).
Para isso, consideremos a equacgado (3.37) que descreve a dinamica da
particula ao longo da coordenada longitudinal s podendo ainda ser reescrita em
termo de uma coordenada angular x. Ao adicionarmos a esta equacdo um

potencial de confinamento V(x), teremos

B AT M n RGO 3.51
2mry? dx?  8muf = alx (3->1)

onde m é a massa da particula, r, € o raio do anel e V(x) é a energia potencial
responsavel pelo confinamento da particula. Este potencial admite valores tais
que, (Netto, 2006)

0, se0 <x< 2md

o (3.52)
0 , se caso contrario

V(x) = {

Atendendo a condicdo acima, podemos reescrever a equacao (3.52) por

d2l (x)
dx?

+1?F(x)=0 (3.53)
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em que definimos I'> como

2=+ (3.54)

A solucéo geral da equacéo (3.53) € dada por

['(x) = Asenl’x + Bcosl'x (3.55)

onde A e B sdo constantes.

Vamos agora encontrar as autofuncdes de onda que satisfaz a equacéo (3.52).

Para isso utilizamos a seguinte condi¢c&o de contorno

r)=r®=o0 (3.56)

com 6 = 2ma’. Devido a condigdo acima a expressao (3.55) toma a forma

[(x) = Asenl'x (3.57)

A segunda condicdo de contorno exige que

Asenl'8 =0 (3.58)

Para que esta igualdade seja satisfeita € necessario que o argumento da

funcéo seno assuma valores multiplos inteiros de m. Assim, teremos
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'6=nm , neN (3.59)

Dessa forma, [ possuira valores restritos de modo que

I, =— (3.60)

Logo, a funcdo de onda que satisfaz as condi¢cdes de contorno escritas em
(3.56) é, portanto,

I, (x) = Asen(l',;,x) (3.61)

comn=20,12..,el’, dado em (3.61).

Partiremos agora para os autovalores de energia, 0s quais estdo associados as

autofuncdes. De (3.54) podemos expressar 0 espectro de energia como

_ l'nzhz h? e N 262
bxlm ™ 2mr,2 8mry? n (3.62)
ou
h? [ n?
ELx,lln = 8m7"02 (F - 1) ) ne N (363)

Este é o espectro de energia para uma particula se movendo na superficie de
um cilindro. Para a obtencdo desse resultado consideramos, a priori, um
cilindro de raio constante r,. No entanto, para um anel distorcido, temos os
raios r; e r, em fungcdo dos angulos B, ¢ e a (ver figura 2.2). Alem disso,

podemos expressar o raio r, da seguinte forma
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_(2mry =l
To=|——|=+= (3.64)

Obtemos a expressao acima utilizando a seguinte relacao
L =1,0 (3.65)
em que L é o comprimento total do arco, definido por,

21TT2 - l
L= (—) rt (3.66)
r

e 6 é a medida angular da circunferéncia.

Assim, substituindo as expressoées (3.60), (3.64) em (3.62), e lembrando que

0 = 2ma’, 0 espectro de energia se torna

(3.67)

Ly,ir, —

1 n?m?h? hznza’z}
- n €N

[(anrzz— l) - ]2{ 2m 2m

Y

Finalmente, chegamos a expressdo dos niveis de energia para um anel
quantico distorcido na presenca de um defeito topologico. Este resultado esta
consistente com o mesmo encontrado na literatura (Braga, 2011). Para
verificarmos a consisténcia do resultado é conveniente fazer alguns casos
limite. Analisemos, inicialmente, a situacdo em que o comprimento [ tende a

zero. Neste caso, o anel distorcido se torna simplesmente um anel de raio r;.
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Isso nos leva, através da relacdo (3.67), a condicdo r; = r,. Assim, esta

expresséo torna-se

B lanhZ hZ
C2mry 2 8mry?

ELyy (3.68)

Esta expressdo é a mesma obtida em (3.62) que descreve 0 espectro de
energia da particula se movendo sobre a superficie de um cilindro de raio
constante r;. Além disso, podemos escrever a relacéo (3.68) acima em termos

de o'.

E B l/nzhz hZ (3 69)
bolm ™ 2ma'?ry?  8ma'?ry? '

Analisando este resultado vemos que a primeira parcela € a contribuicdo
devida ao confinamento da particula na superficie do cilindro na presenca de
uma desclinacdo. O segundo termo corresponde ao potencial de confinamento
constante, também na presenca de uma desclinacdo, que aparece sempre
guando estamos interessados em investigar a dindmica quantica da particula
em uma superficie bidimensional imersa em um espaco tridimensional.
Podemos ainda concluir que a transi¢cdo da relacao (3.68) para (3.69) se da via
r, = a'ry. Este resultado também nos mostra a relacdo entre um espaco com e
sem desclinacdo. A transicdo pode ser obtida partindo da relacdo (3.47 c).

Assim teremos

1—-a? 1
k(s) =% —— (3.70.a),
a'r T
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1\ [(J1-a®

(—) = (—) (3.70.b),

T a'r

(1 —a'?

ro? = 1(—2) (3.70.0),

a

rnvi1l—a'?

Ty = 17 (3.70.d).

Para valores de o' « 1, ou seja, para o' muito préximo de zero, temos o0 caso

Tp=—-7+— - 1n=am (3.71)

onde r; € o raio de curvatura total da superficie.

No intitulado trabalho sobre, Dindmica Quantica em Espacos com Defeitos
(netto, 2010), o autor encontra uma expressao para 0s niveis de energia de um
anel quantico modelado via potencial parede rigida na presenca de uma
dispiracdo, onde neste tipo de confinamento a particula estaria restrita a se
mover na regido entre 0s raios externo e interno de uma casca cilindrica.
Comparando a relacao (3.69) com o resultado encontrado na referencia (netto,
2010), observamos um termo que representa a contribuicdo devido ao
confinamento da particula na presenca de um defeito topologico, e outro que
representa a contribuicdo devido a dinamica da particula imersa em uma
superficie bidimensional. Assim, podemos concluir que, o espectro de energia

em (3.67) esta em concordancia com a literatura.
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Capitulo 4

CONSIDERACOES FINAIS

PdOde-se observar que a distorcao aumenta na medida em que a razao entre 0s
raios r, e r; diminui. Alem disso, podemos observar o que ocorre na relacao
(3.67) quando r, é igual a r;. Para esse caso, teriamos a particula se movendo

livremente na superficie de um anel quéantico, o que implica em U, = 0.

Notamos que a introducdo de um defeito linear (desclinagdo) em um anel
qguantico nos possibilita controlar o valor numérico do potencial geométrico
constate. Na medida em que variamos o valor de a’ modificamos a intensidade
do potencial U,. Observamos que se o' - 1, U, — 0. Para este caso limite, a
variacdo no valor de a' também implica no desaparecimento do potencial

constante U,.

Vimos que, ao investigarmos a dindmica da particula em uma superficie
bidimensional introduzida no espaco tridimensional, aparecerd um termo devido
a contribuicdo da curvatura da superficie. Vimos também que a distor¢cédo e a
desclinacdo ndo afeta 0 movimento da particula ao longo das coordenadas g, €
qs. Além disso, observamos na relacao (3.67) que o espectro de energia de um
anel quantico distorcido na presenca de uma desclinacdo € uma generalizacéo
do caso em que ndo ha defeito. E, através da transicdo denotada em (3.71),

recuperamos o resultado conhecido na literatura (Braga, 2011) (Netto, 2006).
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Apéndice A

Demonstraremos a relacdo (2.35) da secédo 2.2. Observando a Figura 2.2, &

conveniente utilizar a lei dos senos. Assim, podemos verificar que

sen($) _sen(2)

T‘l - rz 27‘2

won (ﬁ) _ sen (%) (ry — 1)

2 21y

A funcao trigopnométrica inversa €, portanto,

sen (%) (ry —1y)

27,

a = 2arcsen

como queriamos demonstrar.

(1.a),

(1.b)

(2)
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Apéndice B

Para demonstrar a relagéo (2.36) da se¢éo 2.2 que trata da expresséo

min _ sen(p/2)n
7Ty sen(@/2) 3)

e facil verificar, observando a Figura 2.2, que r, tem um valor minimo, se os
pontos A, B e C estiverem na mesma linha, ou seja, se «a for igual a 180°.
Portanto, da relagéo 1. b do Apéndice A teremos,

2rysem (%) — sen (g) r —15) (4.q),
2r,s€n (H;OO) - (g) r — 1) (4.D),
2r,5en(90°) = rysen (%) — r,sen (%) (4.0),
27, + rysen (g) = r,sen (%) (4.d),

Logo,

min __Sen(@/2)r

T Y sento)D) ).

como queriamos demonstrar.
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